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Vorwort. 

An  die  beiden  Bände  der  Sammlung  Schubert,  welche 
von  d(n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  handeln 
(Bd.  XIII  von  Schlesinger,  Bd.  L  vom  Verfasser),  schließt 
sich  der  vorliegende  Band  an,  welcher  zur  Einführung  in 
verschiedene  Zweige  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen dienen  soll.  Er  will  mehr  bieten  als  die  Lehr- 
bücher der  Differential-  und  IntegTalrechnung,  aber  nicht 
so  viel  wie  diO^  auf  einzelne  Teile  der  Theorie  der  partiellen 
Differentialgleichungen  bezüglichen  Spezialwerke,  soweit 
solche  vorhanden  sind.  Um  auf  mäßigem  Eaume  ver- 
schiedene Untersuchungsrichtungen  darstellen  zu  können, 
habe  ich  mich  auf  partielle  Differentialgleichungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Veränder- 
lichen (abgesehen  vom  ersten  Abschnitt)  beschränkt.  Wegen 
der  Bedeutung,  welche  in  der  neuesten  Zeit  die  Theorie 
der  Integralgleichungen  für  einzelne  Zweige  der  Theorie 
der  Differentialgleichungen  gewonnen  hat,  ist  ein  Abschnitt 
über  die  F r  e  d  h  o  1  m  sehe  Int egralgleichung  eingefügt  worden, 
woran  sich  Anwendungen  auf  gewöhnliche  und  partielle 
Differentialgleichungen  anschließen. 

Aus  dem  Inhaltsverzeichnis  ersieht  man,  wie  die  Aus- 
wahl aus  dem  reichen  Stoff  ohne  Rücksicht  auf  Voll- 
ständigkeit getroffen  wurde.  Im  Hinbhck  auf  die  in  der 
Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften  ent- 
haltenen Literaturangaben  wurde  nur  hier  und  da  auf 
benutzte  neuere  Quellen  sowie  auf  Untersuchungen  hin- 
gewiesen, welche  sich  an  die  behandelten  Gegenstände 
anschließen. 

Außer  der  Differential-  und  Integralrechnung  werden 
die  Elemente  der  Fuuktionentheorie  und  der  Determinanten- 
theorie sowie  einige  (etwa  aus  Bd.  L  zu  entnehmend(^) 
Kenntnisse  aus  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Differential- 
glei chun ge n  vorausgesetzt . 

Darmstadt,  im  Dezember  1909. 

J.  Hörn. 
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T.  Abschnitt. 


Lineare  partielle  Differential gleieliiiiigeii 
erster  Ordiiung  mit  n  unabhängigen  Ver- 
änderliehen. 


?;  1.    Beweis  der  Existenz  der  Inteirrale  einer  partiellen 
Differentialgleicliung'  erster  Ordnung-. 

Eine  Gleiclmng  von  der  Form 
(A)  F{cr^,  ...,  x„,  z,  Pi,  ...,  j^„)  =  0  , 

woiiu  z  als  Funktion  der  n  unabhängigen  Veränderlichen 
a\  ,  .  .  .,  x„  aufgefaßt  wird  und  die  Bezeichnung 

dz  cz 

Pi==l^^  '       •  •  •  '       ?'»  =  TZ 

benutzt  ist,  wii^d  eine  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  genannt.  Unter  einem  Integral  oder 
einer  Lösung  der  Differentialgleichung  (A)  versteht  man 
eine  Funktion  z  von  sc^ ,  .  .  .,  x„ ,  welche  der  Differential- 
gleichung identisch  (d.  h.  für  beliebige  Werte  von  Xi, ...,  a\) 
genügt. 

Bis  auf  weiteres*)  lassen  wir  nicht  nur  reelle,  sondern 
auch  komplexe  Werte  der  Veränderlichen  a-j ,  .  .  . ,  x,, ,  z 
zu  und  setzen  sowohl  die  gegebenen  als  auch  die  gesuchten 
Funktionen  als  analytisch  voraus. 


*)  In  den  Abschnitten  I— III.  —  Literaturanpraben  zu  den 
drei  ersten  Abschnitten  finden  sich  in  der  Enzyklopädie  der  matlie- 
matischen  Wissenschaften,  Bd.  IIA,  5  (E.  v.  Weber). 

Hörn.  Partiene  Differentialgleichungen.  1 


2     I.  Absclmitt.    Lineare  Difforentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Wir  verstehen  unter 

F{Xi ,  .  .  .,  x„,  z,  'Pi.  ....  p„) 
eine  analytische  Funktion  der  2n-f  1   Argumente 

.Tj  ,    .  .  .  ,    .T„  ,    Z  j    Pi  ,    .  •  •  5    P,i  j 

welche  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle 

Xi  =  x'i ,   . . . ,    x„  =  xii ,   z  =  z%   pi  =  ?)'; ,   . . . ,    p„  = ;?:; 

regulär  verhält,  an  dieser  SteUe  versclnviudet  und  eine 
von  Null  verschiedene  Ableitung 

dF 

besitzt.  Dann  läßt  sich  die  Differentialgleichung  (A)  auf 
die  Form 

(1)  p,  =  f{Xi,  ...,  x„,  z,  p,,  ....  p„) 

bringen,  wo  /'eine  analytische  Funktion  der  beigefügten 
2n  Argumente  ist,  welche  sich  in  der  Umgebung  der 
Stelle 

^\  =  ^l  f       •  •  •  »       ^n  "=  ^/i  }       Z  =^  Z    ,       V-i^^  Pi.  1       •  •  •  ?       Pn  =  P,> 

regulär  verhält  und  an  dieser  Stelle  den  Wert  ;)i  =  /)'i' 
annimmt.  Es  sei  eine  analytische  Funktion  9  (a\,  ,  .  .  .,  x„) 
der  w— 1  Veränderlichen  a;, ,  ...,x„  gegeben,  welche  in 
der  Umgebung  der  Stelle  ir^  ==  .i?" ,  .  •  . ,  x„  =  x),'  regulär 
ist,  und  zwar  sei  für  .To  =  ir" ,  .  .  . ,  x„  =  x^, 


>'  =  2"  -        -^^-  =  p'i  ,       •  •  • .         -  ■    =  P", 


ex.,  r.r,| 

Wir  suchen  die  Differentialgleichung  (1)  durch  eine  ana- 
lytische Funktion  z  der  n  unnbhängigen  Veränderlichen 
x^,  ...,  x„  zu  befriedigen,  welche  sich  in  der  Umgebung 
der  Stelle  ir^  =  .ri,  ...,  x„  =  xf,  regulär  verhält  und  sich 
für  .T,  =  .r"  auf  die  gegebene  Funktion  ci{.ro , r„)  re- 
duziert. 


§  1.     Bowois  der  Existenz  dei-  Integrale. 


Wir  nehmon,  was  keine  Bescliräukung  der  Allgemein- 
heit darstellt,  .Tj' =  0 ,  ...,  co^  ^  0  an  und  führen  die 
Gleichung  (1)  durch  die  Substitution 

z  =  z'  -\-  (picoo ,  .  •  . ,  x„)  +  AXi  , 

*) 


dX.y 


A^f\0,  ...,  0,  Mo, 
über  in  die  Gleichung 

-f((),  ...,0,  Mo, 


dz' 


(  (p 


Sz" 


dx„> 


<P 


c  X2 

deren  rechte  Seite  an  der  Stelle 


(  rp 
f  X„ 


x,=0, 


.r„  =  0  ,     z'=0, 


6z^ 

(    Xo 


0, 


dz^ 

dXn 


=  0 


verschwindet  und  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  regulär 
ist;  es  handelt  sich  um  eine  Lösung  z'  dieser  Gleichung, 
welche  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  Xi  =  0 ,  ....  Xn  =  i) 
regulär  verhält  und  für  a'j  =  0  (identisch  in  x.^  ,  .  .  .,  x,,) 
verschwindet.  Indem  wir  statt  z'  wieder  z  schreiben, 
haben  wir  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

(2)  2h-f{^li'--J^n,<S,lh,---,  Pu)  , 

wo  /'  in  eine  Potenzreihe  der  beigefügten  2  n  Argumente 
entwickelbar  ist,  welche  für 

a?!  =  0  ,     .  .  . ,     .r„  =  0  ,      z={)  ,     p.>  =  0,     ■  ..,     ?)„  =  0 

verschwindet;  wir  suchen  eine  der  Differentialgleichung  (2) 
genügende    Funktion   z    von    a-j ,  .  .  . ,  Xn,    welche    in    der 
Umgebung  der  Stelle  x^  =  0 ,  .  .  . ,  x„  =  0  regulär  ist  und 
für  a?!  =  0  (identisch  in  %  ,  . .  .,  x„)  verschwindet. 
Für  diese  Funktion  ist**) 


^«2+  ...  +(\,i  ^ 


dx^^ 


6  x'^>'  /'1 


=  0 


*)  Unter  [vlo  ist  der  Wert  verstanden,  welchen  die  Funktion  )/' 
von  x.^ ,  . . .,  x„  für  x.^  =  0  .  ....  .i"/,  =  0  annimmt. 

**)  Der  Wert,   welchen   eine  Funktion  >/>   von   x^,....  x„  für 

Xj  =0,  ...,  x,i  =  0  annimmt,  wird  mit  ((/')o  bezeichnet. 

1* 


4     I-  Abschnitt.    Lineare  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

WO  «2?  •••»  ^><  irgendwelclie  positive  ganze  Zahlen  ein- 
schließlich ]S'ull  sind.     Aus  der  Gleichung  (2)  folgt 

Indem  man  die  Gleichung  (2)  ^j-i^^^  partiell  nach  x^ ,  .  .  .. 
rt„-mal  partiell  nach  x„  diflerentiiert  und  sodann  rr^  =  ... 
=  Xn  =  0  setzt,  erhält  man 


(  a?!  c  a;.*2 


Indem  man  die  partiell  nach  Xi  differeutiierte  Gleichung  (2; 
ebenso  behandelt  "wie  die  Gleichung  (2j  selbst,  ergibt  sich 

^2  +  «,+  ...+a„jj, 


dxl  c?a?"'  .  .  .  f^.r*"/o ' 

Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  sämtliche  Differential- 
quotienten 

\dx'^^  ca?*'  .  .  .  cx^'i  /o 
(«1,  «2»  •  •  •,  ^«  =  0,  1,  2,  ..  .) 

aus  den  Koeffizienten  der  Potenzreihe 

/■(.rj ,  ....  x„ ,  z  ,  2h^  ,  ... ,  p,) 

durch   die  Operationen   der  Addition  und  Multiplikation. 
Wir  müssen  nachweisen,  daß  die  Eeihe 


(3) 


11        ßtX,+  ...+Oi„g        \ 

^  CK^\  ...  a„ !  \ c'ajf«  .  . .  c o?«»  jo  ^    "  '     "    ' 


welche  wir  mit  S  bezeichnen,  konvergent  ist,  solange  die 
absoluten  Beträge  von  x^,  .  .  .,  .r„  hinreichend  klein  sind. 
Da  die  Koeffizienten  der  Potenzreilie  <S  eindeutig 
bestimmt  sind,  so  kann  niclit  mehr  als  ein  reguläres 
Integral  z  von  (2)  vorhanden  sein,  welrhos  für  ;r,  =  (i 
verschwindet. 


(4) 


§  2.    Existenzbeweis;  Fortsetzung.  5 

§  2.    Existeuzbeweis;  Forfsctzuug. 

Wir    nehmen   an,    die  Potenzreihe  für  die  Funktion 
fVi ,  .  .  . ,  .r„ ,  z,  p.,,  ...,  p„)  sei  für 

\Xi\^Q,      ...,      \C0n\-:^Q,      1«;^?,        Pil^Ii,     .-.,      |2^n|^-R 

konvergent   und  der  absolute  Betraj^  von  f  in   dem  an- 
gegebenen Gebiet  sei  höchstens  gleich  31 .    Die  Funktion 

fl>{x^,  ..,,  x„,  z,  p..,  ..  .,  p„) 
M 


läßt  sich,  solange 

CC^\<Q,      ...,        X„\<Q,       >!<?,        p2<Rj      ■••■,        Pn\<li 

ist,  in  eine  Potenzreihe  von  x^,  .  .  .,  cCn,  z ,  P2 ,  .  . .,  Pu 
entwickeln,  in  welcher  das  konstante  Glied  verschwindet, 
während  die  übrigen  Koeffizienten  positiv  und  nicht 
kleiner  sind  aLs  die  absoluten  Beträge  der  entsprechenden 
Koeffizienten  in  der  Eeiheuentwicklung  der  Funktion 
f{Xi ,  . .  . ,  Xn ,  z ,  Po  j  •  •  •  >  2^»)  *)•  F)io  Funktion  <ß  kann 
durch  die  Funktion 


M 


I  [Xi  ,    .  .  . ,  X,i  ,  Z  ,  P2  ,    .  •  •,   l>,i/ 

21 

1  _  a^l  +    •  •  •    +  g?n  +  g\   L_P-2+    ■•'    +  Pn 


(5)        =  j- ^  7^^, : : r  -  M 

Q  J   \  B 

ersetzt  werden;  denn  der  Bruch 

1 

1  _  a^i  +  • . .  +  a?,>  +  g\  L  _  P2  +  •  ■  ■  +  Pn\ 

läßt  sich,   wenn  die  absoluten  Beträge  von  a?i,  .  .  .,  a;„,  2; 
kleiner  als  q  und  die  absoluten  Beträge  von  p.^^  .  .  .,  p^ 


*)  Vgl.  etwa  „Gewöhnliche  Differentialgleichungen''  (Samm- 
lung Schubert  L),  S.  9. 


G     I.  Abschnitt.    Lineare  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

kleiner  als  R  sind,  in  eine  Potenzreihe  von  ar^,  ...,  x„ , 
z ,  p., ,  .  .  . ,  p,i  entwickeln,  deren  Koeffizienten  positiv  und 
nicht  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Koeffizienten 
der  Potenzreihenentwicklung  des  Bruches 


„      .     .,.-f)(i-f)-('-f 

Wir   können  weiterhin,  indem   wir  U  <  a  <  1    annehmen, 
W{xi ,  . .  . ,  x„  ,  z ,  p.2  j  •  •  •  >  2^»)  durch  die  Funktion 


(6) 


y{äOi  ,    ■  ■  ■,   i^n,   Z'   P-2,    ■  ■  ■,   Pn) 

M 


-  J/ 


ersetzen,    deren   Koeffizienten    positiv   und    nicht   kleiner 
sind  als  die  entsprechenden  Koeffizienten  von   !F, 
Für  ein  Integral  z  der  Gleichung 

(7)  f^  =  F(a7j ,  .  ..,  X,,,  z,  p.,,  ...,  p„)  , 

welches  in  der  Umgebung  von  ir^  =^  0 ,  .  .  . ,  a*,,  =  0  regulär 
ist  und  für  Xi  —  0  verschwindet,  erhält  man  durch  das 
in  §  1  beschriebene  Verfahren  eine  Eeihe  S',  deren  Ko- 
effizienten positiv  und  größer  sind  als  die  absoluten  Be- 
träge der  entsprechenden  Koeffizienten  der  aus  der  Glei- 
chung (2)  erhaltenen  Reihe  ;8' . 

Wir  zeigen  zunächst,  daß  die  Differentialgleichung  (7) 
durch  eine  (für  x^  =  0  nicht  verschwindende)  in  der  Um- 
gebung von  Xi=0  ,  . .  .,  ir„=0  konvergente  Potenzreihe  S" 
mit  lauter  positiven  Koeffizienten  befriedigt  wird. 

Läßt  sich  die  Gleichung  (7)  durch  eine  Potcuzreihe  z  von 

M  =  rr,  -}-  :\  (jTo  -f    .  .  .    +  Xn) 

befriedigen,  so  muß 

dz        dz  cz  dz  iz  _      dz 

Oxi       du  '       dx^  du  ^      * '  * '       c!Xn      "  du 


sein,  also 

dz 
(In 


odor 


§  2.     Exiötenzbeweis;  Fortsetzung. 


M 


(8) 


M 


{n  —  1)  a    dz 


B 


du 


M 


in  —  l)a  /  dzY 
B       \du 

-M, 


+ 


1 


wo  die  rechte  Seite  in  eine  Potenzreihe  von  u  und  z  mit 
lauter  positiven  Koeffizienten  entwickelt  werden  kann; 
(X  werde  so  klein  gewählt,  daß 

in-l)3Icc 
B 

positiv  ausfällt;  nimmt  man  an,  daß  für  u^O 

dz 


z  =  0 


du 


=  0 


sei,  so  kann  man  der  letzten  Gleichung  durch  Auflösung 

nach  — —  die  Form  geben: 
du 


(9) 


dz 

du 


^  (p{u,  z)  , 


wo  cj:  eine  für  w  =  0 ,  z  =-  0  verschwindende  Potenzreihe 
darstellt.  Daß  die  Koeffizienten  dieser  Potenzreihe  positiv 
sind,  erkennt  man,  wenn  man  dieselben  nach  der  Methode 
der  unbestimmten  Koeffizienten  berechnet.  Die  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  (9)  wird  durch  eine  in  der  Um- 
gebung von  u  =  0  reguläre  Funktion  z  von  ii  befriedigt, 
welche  für  w  =  0  verschwindet  *) ;  setzt  man  in  (9)  w  =  0  , 


*)  Vgl.  etwa  „Gewöhnl.  Differentialgl.",  S.  13  und  14. 


8     I.  Abschnitt.    Lineare  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

z  -^  0    so  wird    -;— 1  =  0;  wenn  man  nach  u  diffeicntiiert 

Ulu/o  ( (IH\ 

und  u  =  i)  setzt,   erhält  man  für  Hr- :r     einen  po.sitiven 

Wert  usw.;  die  fragliche  Lösung  A'on  (9)  läßt  also  eine 
Eeihenent  Wicklung 

mit  lauter  positiven  Koeffizienten  zu.  Setzt  man  darin 
u  =  x^  -\-  ix{x.^  -\-  .  .  .  -\-  x„) ,  so  hat  man  eine  Potenzreihe  S" 
mit  lauter  positiven  Koeffizienten,  welche  der  Differential- 
gleichung (7)  genügt.  Die  Eigenschaft,  für  x^  =  0  zu  ver- 
schwinden, kommt  der  Eeihe  ß"  nicht  zu. 

Die  Koeffizienten  der  Eeihe  ß"  sind  größer  als  die 
entsprechenden  Koeffizienten  der  Eeihe  S' ,  denn  die  Ko- 
effizienten von  a;.j'  .  .  .  a;;]"(^2  +  •  •  •  +  a'h  ^  ^^)  iu  ß"  sind 
positiv,  während  die  entsprechenden  Koeffizienten  in  ß' 
gleich  Null  sind,  und  die  übrigen  Koeffizienten  leiten  sich 
aus  den  Koeffizienten  von  X2'  •  . .  a;^"  bei  S'  und  S"  in 
gleicher  Weise  durch  Addition  und  Multiplikation  ab. 

Die  positiven  Koeffizienten  der  konvergenten  Eeihe  6'" 
sind  also  größer  als  die  absoluten  Beträge  der  Koeffizienten 
der  Eeihe  S ;  folglich  ist  auch  die  Eeihe  S  konvergent, 
wenn  die  absoluten  Beträge  von  x, ,  .  .  . ,  o-,,  hinreichend 
klein  sind*). 

Hiermit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

In  der  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung 
(A)  F(a\,  .  .  .,  x„,  z,  pi,  .  .  .,  p„)  =  0 

sei  F  eine  analytische  Funktion  von  .r, .  .  .  . ,  j,, ,  2' , 

Pn  •  •  •;  Pnj  welche  an  der  Stelle 

x^  =  x%     ...,    x„  =  xl,    z  =  z^,    Pi -/)';,     ....    /'„  =  K. 

*)  Der  hier  gegebene  Konvorijenzbe\vt.'is  rührt  wie  der  in  §  18 
und  §  21  für  eine  partielle  DitlVrontialtrleiohunp:  zweiter  Ordnung 
benutzte  von  Goursat  her  (Bull,  do  la  Soc.  niath.  de  France,  1S98; 
Cours  d'Analyse,  Bd.  II.  y.  360  ff.). 

Einen  anderen  Beweis  für  die  Existenz  di-r  Integrale  parti- 
eller I)ill'erential,i;leii'hungen  bat  Frau  v.  Kowalevsky  (Journ. 
für  Math.,  Bd.  8U)  gegeben.  Die  ersten  hierher  geliörigen  Unter- 
suchungen stammen  von  Cauchy  (Oeuvres.  Uo  serie,  t,  YIl). 


§  o.     Die  huniogeiie  liiie;ue  Diffeienüalgleicliuug.  !) 

iu  deren  Umgebuug  sie  sich  regulär  verhält,   ver- 

dF 

schwindet,    während  die  Ableitung  -, —  an  dieser 

cp, 

Stelle  von  Null  verschieden  ist.  Es  sei  eine  ana- 
lytische Funktion  q^ix.^,  .  ..,  x„)  gegeben,  welche  in 
der  Umgebung  von  x.,  =  a-ij ,  .  .  .,  rr»  =  x^  regulär  ist; 
an  dieser  Stelle  sei 

t)r/7  „  drp  „ 

dX-i  ^Xn 

Die  Differentialgleichung  (A)  wird  durch  eine 
einzige  analytische  Funktion  z=  ^^{x^,  ...,x„)  be- 
friedigt, w^elche  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle 
Xi  =  x1,  ...,  Xn  =  x'^,  regulär  verhält  und  für  Xi  =  x^i 
in   die   gegebene   Funktion   (p{x2 ,  ■  ■  ■ ,  x„)   übergeht. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  d.  h.  wir  setzen 
die  Funktion  Fix^,  ...,  ft'„ ,  z,  pi,  ...,  2h>)  als  linear  in 
bezug  auf  p^,  .  .  . ,  p^  voraus. 

Im  zweiten  Abschnitt  kehren  wir  zu  nicht  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zurück, 
wobei  wir  uns  wie  später  bei  dqr  Behandlung  der  parti- 
ellen Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  der  Eegel 
auf  zwei  unabhängige  Veränderliche  beschränken. 


§  3.  Die  homogene  liueare  partielle  Dlffereiitialgleichuiig 
erster  Ordnung*). 

Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

(B)       |i(a?i  ,    ...,   Xn)j-+    ...    +  ln(a?l  ,    •  •  •  ,  ^n)  ^  =  0 
O  iF|  C  Xfi 

habe  als  Koeffizienten  analytische  Funktionen 
Iu  •••,  I«  von  j'i ,  ...,  Xn,  welche  sich  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  Xi  =  xl,  ...,Xn  =  xl  regulär  ver- 
halten.    Ist  Ii(a7i,  ...,  xll)  von  Null  verschieden,  so 


*)  Die  Sätze  dieses  Paragraphen  lassen  sich  auch  aus  der 
Theorie  der  Systeme  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  ableiten. 
Vgl.  ..Gewöhnl.  Differentialgl.",  §  7. 


10     I.  Abschnitt.    Lineare  Diüerentialgleichungen  erster  C'rdnung. 

besitzt  die  Differentialgleichung  (B)  eine  und  nur 

eine  Lösung 

(11)  /■  ^  l\  =  fj,{x, ,  ...,  x„)         {k^2,  ...,  n)  , 

welche  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  Xi  =  x^,  .  .  ., 
x^^  =  x',\  regulär  verhält  und  sieh  für  Xy  =  x'l  auf  .r^. 
reduziert. 

Denn  die  Differentialgleichung  (B)  läßt  sieli  auf  die 
Form  bringen: 

^a?i  ^  liC-^i ,  •  •  • ,  x„)  cxk  ' 

da  die  Funktionen  —  i^  ^^^  Umgebung  der  Stelle 

/V»        /vi"  /V»  /V»'-' 

fX/j^     t//|    ^  •     •     •  ^  **-|j    *A.' jf 

regulär  sind,  so  gilt  der  in  §  2  ausgesprochene  Satz. 

Eine  beliebige  Lösung  /"=  fix^^  .  .  .,  x,)  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (B)  läßt  sich  als  Funk- 
tion von  /ö ,  . .  . ,  fn  darstellen. 

Denn  durch  die  Gleichungen 

12  ^^  12  K"^!  1    ^2  1    •  •  •  ?   "^n)  J 


In  —  Iny^i  ?   ^^2  ?    •  •  •  J    '^'ii) 

werden  X2 ,  .  -  -,  x^  als  Funktionen  von  x^,  f. ,  .  .  . ,  f],  de- 
finiert, so  daß 

/Vi  ,   ^2,    •  •  •  »    «■«)  =  ^{^1  >   /•'  »    •  •  •  »   fn) 

als  Funktion  von  iPi,  /o ,  .  •  .,  /„  betrachtet  werden  kann. 
Wir  haben   nur  zu  zeigen,    daß   die  Funktion   9    von  .r^ 
unabhängig  ist. 
Es  ist 

c!Xi       dx^       df^  6x1       ' '  '        c'fn  dxi  ' 

^f   _  ^^  f^     I  I      ^(P    ^f'n 

0072  c'/g  cajg  f /„  c.r2 


^a;„  c^^2  ^ir„  '^  '  '  '       c"/«  cV«  ' 


§  3.    Die  homogene  lineare  Differentialgleichung.  1 1 

so  daß  die  Gleichung 

in 


übergeht.    Da  die  Klammerausdiücke  verschwinden,  so  ist 

dx,     ^' 

w,  z.  b.  w. 

Der  Ausdruck 

(12)  f-rpif,,  ...,/;0, 

wo  cp  eine  willkürliche  Funktion  bezeichnet,  stellt 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (B)  dar. 
Denn  es  ist 

^/'  ^  "^^  f/^ 
ßxi      ^  üfj,  dx^  ' 

C'OC,,        ^   dff,  dxn  ' 

also 

f^  <^fk\  ^x^  cx„ 

gleich  JS^ull,  da  die  Klammerausdrücke  auf  der  rechten 
Seite  verschwinden. 

Der  Ausdruck  (12)  mit  der  willkürlichen  Funktion  cp 
wird  als  die  allgemeine  Lösung  oder  das  allgemeine  Integral 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (B)  bezeichnet. 

Ist  9?(iC2 ,  ...,  Xn)  eine  an  der  Stelle  x^^xl,  ..., 
a?,i  =  xl  reguläre  Funktion  von  x., ,  . .  .,  Xn,  so  ist 

f=(p(f2,  ..  .,  fn) 
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eine  Funktion  von  x,,  .  .  . ,  jr„ ,  welche  sich  an  der  Stelle 
Xj  =  j?J,  . .  .,  Xu  =  xl  regulär  verhält,  sich  für  x,  =  x'l  auf 
fp{x2,  ...,  x,t)  reduziert  und  der  partiellen  Differential- 
gleichung (B)  genügt. 

Denn  für  x^^  =  x^  ist  f-i  =  x., ,  ,  .  . ,  f,i  =  x,^ ;  für  x^  =  x'l , 
X.  --=  xl,  .  .  .,  x,^  =  xl  ist  also  f.,  =  x^,  . .  . ,  /„  =  x'l . 

Die  M  — 1  Gleichungen 

(   f'oioOi,   X.,    .  .  .,   Xn)  -  X'^  , 

(13) - 

bestimmen  x.^,  .  .  . ,  x^  als  Funktionen  von  x, ,  welche 
sich  in  der  Umgebung  von  x^  =  iPi  regulär  verhalten 
und  für  .q  =  a-J  die  Werte  x.2=x'.l,  ..,,  .r,,  =  o;^,  an- 
nehmen.    Diese  Funktionen 

(14)  «"2  =  7^2  («"l )  )       •  •  M      -''n  =  T«  (J'i ) 

genügen  dem  System  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen 

dx^  ^dx^  ^         ^  dXn 

Daß  sich  die  Gleichungen  (13)  in  der  angegebenen 
Weise  nach  X2,  ■  .  .,  x,i  auflösen  lassen,  folgt  daraus,  dali 
die  Funktionaldeterminante 

^(/3,  •••, /;,) 


C  [X2  ,   .  '  . ,  X„) 

für  x,  =  x^l ,  .  .  .,  ir„  =  a?«  von  Null  verschieden  ist.  Wenn 
man  die  Gleichungen  (13)  differentiiert,  indem  man  x^ , . . . ,  x,^ 
als  Funktionen  von  x,-  auffaßt,  erhält  man  die  n  —  l  Glei- 
ch unjiren 


dx^       dx.2  dx^ 

..  + 

0/2  dx„  _ 
c  .r„  (?.ri 

durcli 

c'.r,       c  Xj,  dxi 

1  welche 

dx^ 
dxi  ' 

f /»  dXn       ,^ 
(x„  dx, 

dx„ 

dx, 

$3.     l>i<>  lioniA^cn«?  liiio.iro  Diflerontiiilgliicliiiiif,'.  ]3 

als  Funktionen   von  .r, ,  ...,  ,r„   eindoutii;   licslininit  sind. 
Ans  den  ti  —  1  Gleichungen 


si  -     +  ?2  ^     -r  •  •  • 

1-  ^   ^^^^  ~  0 

erhält  man  für 

^2 

^» 

^l'            •••' 

^1 

dieselben  Werte  wie  vorhin  für 

dx.2 

dx„ 

dx,'       •■•' 

f7rr, 

Also  ist 

dX2           ^2 

da",,        In 

dx,-  ^r       ■■■' 

d^r,        f,  ' 

w.  z.  b.  w. 

Eine  Funktion  /'{x^,  ..., 

a?„)  der  VeräE 

Xi,  ...,x„,  welche  einen  konstanten  (von  Xy  unab- 
hängigen) Wert  annimmt,  weün  man  tiii  x^,  ...,^« 
eine  beliebige  Lösung  Xo  =  q\{Xi) ,  .  .  . ,  rr„  =  q^ni^i)  des 
Systems  (15)  einsetzt,  stellt  eine  Lösung  der  line- 
aren partiellen  Differentialgleichung  (B)  dar. 

Der  Voraussetzung    gemäß    ist    nämlich,    wenn    man 
Xo  =  <r2(^i)  >  •  •  •>  a«  =  9'n(^i)  setzt, 

dfjx^ ,  a?2 ,  .  .  ■ ,  x„)   ^  ^      _df_  dx^  _c/   dx„ 

dxi  dxi        cx^  dxi       "  ' '        dx„  dxi 

dxj^        ^^    dx.^  $1    dxn 

Diese  Gleichung  ist  erfüllt,  wenn  man  x^  beliebig  annimmt, 
aber  x.^,  . ,  .,  x„  aus  irgendeiner  Lösung  des  Systems  (15) 
berechnet.  Ist  Xi  =  x1,  X2  =  xl,  .  . . ,  .r,,  =  .t"  eine  beliebige 
Stelle,  au  welcher  sich  die  Funktionen  ^^ ,  . .  . ,  i,,  regulär 
verhalten  und  1^  nicht  verschwindet,  so  sind  Funktionen 
X2,  . .  .,  Xn  von  Xi  vorhanden,  welche  dem  System  (15)  ge- 
nügen und  für  x^  =  x'l  die  Werte  x.^  =  X2,  .  .  .,  x,^  =  a-^  an- 
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nehmen.  Die  letzte  Gleichung,  welche  für  die  beliebigen 
Werte  ^i  =  x1,  X2  ^  x?,,  .  . . ,  x„  =  x'l  erfüllt  ist,  ist  also 
identisch  erfüllt. 

5?  4.    Die  iiiclil  homogene  lineare  partielle  Diüerential- 
gleichung  erster  Ordnnng. 

Wir  wenden  uns  zu  der  Differentialgleichung 

eis  c'z 

wo  ^, ,  .  .  .,  |„ ,  t  Funktionen  von  Xi,  .  .  ..  x„  ,  x  sind, 
welche  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  .Tj  =  a?" ,  .... 
x„  =  x'!, ,  z  =  z''  regulär  verhalten;  ^1  sei  an  dieser  Stelle 
von  Null  verschieden. 

Wir  nehmen  die  homogene  lineare  partielle  Dif- 
ferentialgleichung 

mit  der  abhängigen  Veränderlichen  /  und  den  un- 
abhängigen Veränderlichen  Xj ,  ...,  x„,z  zu  Hilfe. 
Die  Differentialgleichung  (16)  besitzt  nach  §  .3  die  Lö- 
sungen /"g ,  ••-,/«  ,/„+!,  welche  in  der  Umgebung  der 
Stelle  Xi=-  x%  .  .  . ,  x„  =  xl ,  z  =  2"  regulär  sind  und  für 
a?!  =  a?i  die  Werte  /o  =  ^2 »  •  •  • »  A«  =  ^n  >  fn+i  =  «  annehmen. 
Die  allgemeinste  Lösung  der  Gleichung  (Ifi)  ist  von  d»'r 
Form 

vif 2  -    •  •  •?    /h  J    /n  +  l)   > 

WO  1/'  eine  willkürliche  Funktion  der  beigefügten  n  Argu- 
mente darstellt. 

Die  Gleichung 

definiert,  wenn  ihre  linke  Seite  nicht  von  :•  un- 
abhängig ist,  eine  Funktion 

(Ifi)  ^=  n^r,  ...,  .r„) 

von  a"! ,  .  .  .,  x„ ,  welche  der  Differentialgleichung  (C) 
genügt. 


§4.     Di«^  niclit  lioiiKigene  lineare  Differeniialgloicliung.      1  o 

Die  Gleif'luiiig  (17),  wolclio,  luirlidoin  nuiii  z  durch 
die  Punktion  0  ersetzt  hat,  identisch  in  Xi,  ...,  a?,,  er- 
füllt ist,  möge  nach  diesen  n  Veränderlichen  differentiiert 
werden,     IMiiii  erhält  so  die  n  Oleichungcn 

-^  e/,\dx,'^  tz  exj 


Wenn  man  dieselben  mit  <^, ,  ....  'i„  mnltiplizieit  und  ad- 
diert und  dabei  beachtet,  daß 

i^t,  so  erhält  man  die  Gleichung 

^^  df,    dz  '  V'  dx,  -^  •■■-^^-  dx,       ^ 


oder 


dyj  ( ^     dz  ^     <^ z         ^. 

(z  \      ox,  cx„  ' 


Da  die  Funktion  */-  nicht  von  z  unabhängig  sein,  ihr 
partieller  Differentialquotient  nach  z  also  nicht  verschwinden 
soll,  so  ist 

c  z  dz 

oa-i  dXn 

d.  h.  z  =  (P{Xi ,  ■  ■  ■,  or„)  genügt  der  partiellen  Differential- 
gleichung (C). 

Ist  eine  Funktion  z  von  .r, ,  .  .  . ,  .r„  vorhanden,  welche 
den  w  +  1  Gleichungen 

^1  =  0,...,     ^„  =  0  ,     c  =  0 

genügt,  so  ist  auch  die  Differentialgleichung  (C)  erfüllt. 
Eine  derartige  Lö.sung  der  Differentialgleichung  (C)  wird 
als  singulare  Lösung  bezeichnet.  Eine  Lösung  von  (C), 
für  welche  1^  =  0 ,  .  .  .,  (?„  =  0  ist,  erfüllt  auch  die  Glei- 
chung   s  =  0  ,    ist    also    Singular.      Ist   z  =  (P{x^ ,  .  .  . ,  x„} 
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ciuc  nicht  sin^ailäre  Lösiiug  von  ((') ,  so  sind  Worl- 
systeme  cp'l ,  ...,  x1,  z^  vorlufudoii,  welche  der  Gleiclmn.u 
z^  =  fp(x^i,  ...,{r'',)  genügen  und  für  welelje  eine  der 
ruuktionen  |j ,  .  .  . ,  ^„,  z.  B.  ^j ,  von  ]^ull  verscliieden 
ist.  In  der  Umgebung  von  x^  =  x'l .  .  .  . ,  x„  =  x[', ,  .?  =-  c" 
sollen  Ij ,  .  .  .,  |^„,  ^  regulär  sein*). 

Jede  nicht  singulare  Lösung  s  =  0(j-, ,  .  .  . ,  ./■„) 
der  Differentialgleichung  (C)  genügt  einer  Glei- 
chung A^on  der  Form  (17) 

Denn  führt  man  vermittels  der  Gleichungen 

12  (^1  J    ■  •  ■  )    ^n  j   ^)  ^^  12  ^ 


In  \p^i  )    •  •  •  ^  '^n  ^   ^)  —  / »I  > 
In  +  \\^{i    •  •  •  >   ^n  »    ^)  =  In -i  1 

an    Stelle    von    x.2,  .  .  ■■,  Xn,  z   die   neuen  Veränderliclien 
f2 )  ■  •  -1  fnj  fn  +  \  ein,  so  geht  die  Gleichung 

z=  </>(.r, ,  .  .  .,  x„) 
in 

Über. 

Die  letzte  Gleichung  ist,  wenn  z  =  0(Xi ,  .  .  . ,  x„)  ge- 
setzt wird,  identisch  in  .r, ,  .  .  .,  x„  erfüllt.  Durch  Diffe- 
rentiation  nach   Xi,  .  .  . ,  .r„   ergeben  sich  die  Gleichungen 

♦j  +  l    ri 


^  a/,  Ic^r.  "^   ez    ta-J-"' 


*)  Don  Fall,   tlaß  für  alle  dor  Gleichuiijr  r  =  0(.r, *„) 

genügenden    Wei-t^yslemo    .r,  .   ...,  a-,, ,  r    eiuo    der    Funktionen 
*!  ,  •••,  f «  ,  C  sicli  nicht  reLrul.'ir  verliiilt,  schließen  wir  ans. 
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Wenu  mau  dieselben  mit  f , ,  f 2  >  •■j^n  multipliziert  und 
addiert,  ergibt  sich,  da  f^  der  Gleichung  (16)  und  z  der 
Gleichung  (0)  genügt,  die  Gleichung 

f  a?!       .äiLj  ofj,  \         tz         cz       1 


/•  =  2 


oder 


f.  4^=0. 


Da  1^1   nicht  identisch  verschwinden  soll,  ist 

so  daß  if  nur  von  /'j, ,  .  ■  .,  fn,  fn+i  abhängt. 

Da  die  Integration  der  partiellen  Differentialglei- 
chung (IG)  und  die  Integration  des  Systems  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen 

identische  Aufgaben  sind,  so  ist  durch  die  vorangehenden 
Sätze  die  Integration  der  nicht  homogenen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  (C)  auf  die  Inte- 
gration des  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen (19)  zurückgeführt,  welches  die  Integral- 
gleichungen 

/  2  V^l  >    •  •  •  )    ^n  >_  ^)  ^^   ^2  >         •  •  •  J        /  n  +  1  (^1  ?    •  •  •  j   ^n  i    ^)  ^^   ^n  +  1 

besitzt. 

Ist  (iy{x2 ,  ■  ■  -,  opn)  eine  beliebige  in  der  Umgebung  der 
Stelle  X2  =  X2,  .  .  .,  Xn  =  xl  reguläre  Funktion  von  x^ ,  .  . . , 
ic,, ,  welche  die  Bedingung 

cpixl,  ...,xl)=z' 

erfüllt  *),  so  besitzt  die  Differentialgleichung  (C)  nach  dem 
Fundamentalsatze  in  §  2  eine  und  nur  eine  Lösung 

z=  <P{Xi,  .  .  . ,  x„)  , 

*)  Wie  oben  soll  ^^  an  der  Stelle  rr,  =  o-" ,  . . . ,  x„  =  xf, ,  z  =  z" 
von  Null  verschieden  sein. 

Hörn,  Partielle  Dlflferentialgleichungen.  2 
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welche  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  Xi  =  x\,  .  .  .,  x„  =  x^, 
regulär  verhält  und  sich  für  .Tj  =  a^i  auf  (p{x2,  ...,fl?„) 
reduziert.  Diese  Lösung  erhält  man  dadurch,  daß  man 
die  Gleichung 

(20)  /;  +  ,  =  9^(/2,  ...,  f„) 

nach  z  auflöst. 

Der  nach  z  genommene  partielle  Differentialquotient 
des  Ausdrucks 

/n  +  l  'p(/ 2  5    •  ■  •  1   t  n) 

reduziert  sich  für  Xy  =  x\,  .  .  . ,  Xn  =  x%  auf  1 ,  da  sich  die 
Funktionen  f\,  ...,/"„,  fn+\  für  x^  =  x\  bzw.  auf  x.,,  .  .  . , 
Xn ,  z  reduzieren.  Folglich  wird  die  Gleichung  (20)  durch 
eine  Funktion  z=  ^{x^,  .  .  .,  x„)  befriedigt,  welche  sich  an 
der  Stelle  x^  =  xl,  .  .  . ,  x,^  =  x^  regulär  verhält  und  für 
fl?^  =  ajj  in  (p{x.^ ,  ...,.r„)  übergeht.  Daß  die  Funktion 
z  ==  <^(iPj ,  .  .  . ,  a;„)  der  Differentialgleichung  (C)  genügt,  ist 
oben  gezeigt  worden*), 

§  5.     Systeme  linearer  partieller  Diff'erentiul- 
gleicliuugen. 

Wir  betrachten  ein  System  von  f  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  mit  der  abhängigen  Veränderlichen  /" 
und  den  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  .  .  . ,  .r„ : 

.      ^f         .       c/'  ^       c/" 


(21) 


f^.rj  f. Tg  dXn 

if         ^       cf  ^  cf 

'>  i     ''22     1         T^    •  •  •   T^   s2n  1 

ca?.  CT,  ca:„ 


die  Koeffizienten  |,j ,  1^2?  •  •  ••  ^i«  ('  =  1 1  2,  ....  p)  sind 
gegebene  Funktionen  von  x^,  .  .  .,  x,,,  welche  sich  an  der 
Stelle  Xi  =  x^l ,  .  .  . ,  Xn  =  x^,  regulär  verhalten  sollen. 

Es  fragt  sich,  ob  die  p  Gleichungen  (21)  gemeinsame 
Lösungen  /'  besitzen. 

*)  Vgl.  auch  4j  12. 
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Wir  setzen 

(22)  x,(n  =  ft,^  +  ^,,^  +  ...  +  e.-|£ 

ii  =  l,  .  .  .,  p)  , 
so  daß  die  Gleichungen  (21)  lauten: 

(23)  X,(f)  =  0,  X,{f)  =  0,  ...,  X,(f)  =  0  . 

Wir  setzen  voraus,  daß  diese  j^  Gleicliungen  voneinander 
unabhängig  sind,  d.  h.  daß  keine  Eelation  von  der  Form 

k,x,{n  +  ^2^2(/o  +  •  •  •  +  ^p^p(f)  =  0 , 

wo  ^1,^2,  .  .  .^  ly  Funktionen  von  a?^,  .  .  .,  a?„  darstellen, 
für  alle  Funktionen  /"  besteht. 

Sind   7^1  und  9?2   2;wei   Funktionen    von    x^^  .  .  . ,  Xn, 
so  ist 

^»(9^1  +  9^2)  =  ^i{(fi)  +  ^i{(F'2)  > 

Ersetzt  man  in  Xi{(p)  die  Funktion  (p  durch  X^if) ,  so  er- 
hält man 

durch  Vertauschung  der  Indizes  i  und  Je  ergibt  sich 


v=l  v=l 

Es  ist  aber 


^^''^JFJ  =2^"' 2^'^'  Tco: 


dxp 


n         n 


X       /      '  *  ■"  '  ^' ''    P 


^2/" 


/(  =  1    V  =  1 

derselbe  Ausdruck  ergibt  sich  für 


2^"^^\e...r 


9* 
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Beranacb  ist 

n  -  r 

(24)    A^(X^{/))-2:,(A^(/))=^(A^(,^,..)-A\(|,..);^  *)■ 

r=l 

Genügt  die  Funktion  /"  den  p  partiellen  Differential- 
gleichungen (23),  so  ist 

Xi(/)==0,X,(/-)  =  0, 
also  ancli 

XaZ,(/))  =  X.(0)  =  0  , 

X,(X,(/))  =  X,(0)  ==  0  ; 
mitbin  ist  auch  die  Gleichung 

xax,(/-))-x,(x,(/))  =  o 

erfüllt,  welche  ebenfalls  eine  lineare  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  darstellt. 

Das  System  (23)  wird  ein  vollständiges  System 
genannt,  wenn  jeder  der  Ausdrücke 

^i{^l:if))  -  M^iif))  (^    A-  =  1  ,    .  .  .  ,   11) 

eine  lineare  homogene  Funktion  der  p  Ausdrücke 
Xi(/') ,  ...,  Xj,{f)  ist,  wenn  also  solche  Funktionen 
'Jikii  •••)  Qiip  von  Xy,  ...,  ccn  vorhanden  sind,  daß  die 
Gleichung 

X,{X,[f))  -  X,(X,(/))  =  Qi.aAf)  +  .  .  .  -r  (?.t,X,(/') 

für  alle  Funktionen  /'  erfüllt  ist;  hierzu  ist  erforderlich,  daß 

-V—  (>'  =  1     .  .      n)  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung 

CXy 

denselben  Koeffizienten  besitzt  wie  auf  der  rechten  Seite. 
Bilden  die  Gleichungen  (23)  kein  vollständiges  System, 
so  fügen  wir  diejenigen  unter  den  Gleichungen 

X,(X,(/))  -  X,(X,(/-))  =  0 


*)  Gebräuchlich  ist  die  Bezeichnung^ 

Xi{X,(f))  -  Xx.(X,(/))  =  (A'.Xt) 
(Khuninornusdruck). 
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hinzu,  welche  voneinander  und  von  den  p  ursprünglichen 
Gleichungen  unabhängig  sind.  Wir  erhalten  so  ein  System 
von  p'>p  Gleichungen 

auf  welches,  wenn  es  nicht  vollständig  ist,  das  beschriebene 
Verfahren  wiederum  angewandt  wird.  So  erhält  man 
schließlich  entweder  q  <n  Gleichungen 

X,{n  =  0,     ...,     X,(/-)  =  0, 

welche  ein  vollständiges  System  bilden,  oder  n  unabhängige 
Gleichungen 

welche  nur  erfüllt  sind,  wenn 

da?!  cXn 

also  /"  konstant  ist. 

Wir  beschäftigen  uns  demgemäß'  mit  einem  System 
von  q  voneinander  unabhängigen  linearen  Differential- 
gleichungen 

(25)  X,{f)  =  0,     ...,     X,{n==0, 

worin 

»  c7' 

^iiO  =^^rr{^i  '    •  •  •  '    ^")  "ä^  (i  --^  1  T     •  •  • ,    ?) 

.  =  1  *■ 

und,  wenn  unter  i  und  Tc  zwei  beliebige  der  Zahlen  1,  . . .,  q 
verstanden  werden, 

X,(Z,(/))-X,(Z,(/)) 

=  Qik ii-^l  ,    •  •  •  ,    ^n)  ^lif)+    •  •  •    +  Qikgii^l  ,    ■",   ^n)  X^{f) 

ist.  Dann  bilden  die  Gleichungen  (25)  ein  g  -  gliedriges 
vollständiges  System. 

Wir  führen  an  Stelle  von  x^.,  .  .  .,  x^  vermittels  der 
Gleichungen 

Vi   =  fl  i^l,    •  •  M    ^«)  , 
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neue  unabhängige  Veränderliche  y^ ,  .  ■  .,  yn  ein;  die  Sub- 
stitutionsgleichungen soUen  nach  rr, ,  .  .  .,  rr„  auflösbar  sein, 
so  daß 


a'„  =  i/'„(yi,  .--,  y„) 
ist. 

Dann  ist 


cY  ^f    Byx  .      cf    c"y„ 

-^; =  -^ -^ T    •  •  •    ~r  -^ ^ »  (.*'  =  i  j    •  •  •  >   W) 

üXy        cy^   oxy  cyn  ex,. 


also 

=  XAy.)  S-+  ...  -{-  Xi(y„)  S-  . 

Wir  bezeichnen  den  Ausdruck  Xi{y,)  nach  Einführung 
der  Veränderlichen  ?/i ,  ...,  y„  mit  )]iy{yi,  ...,  y»)  und 
setzen 

1=1  ^'' 

Dann  ist  für  jede  Funktion  /" 

Xiit)  =  Y,(/)  ; 

auf  der  linken  Seite  wird  /"  als  Funktion  von  Xy,  .  .  .,  x„, 
auf  der  rechten  Seite  als  Funktion  von  yj ,  .  . . ,  y„  auf- 
gefaßt.   Ersetzt  mau  /"  durch  X^-if)  =  Ytif),  so  hat  man 

X,(X,{f))  =  Y,{Y,{f)), 

ebenso  oihält   man 

x,(A'.{/))  =  r,(r,(/-)), 

also  ist 

r.(r,.(n)  -  r,(Y,(/-))  =  Ji(z,(/))  -  x,(am/))  . 


§  5.     Systeme  linearer  partieller  Ditt'ereuiialgleichuiigen. 
Die  rechte  Soito  dieser  Gleichung  ist  gleich 

Qikii^i »  •  •  • .  •'^n)^i(f)  +  •  •  •  +  Qikqio^i ,  •  ■  • ,  .T„).YJ/")  . 
Setzt  man 

OayioPi ,  •  •  • ,  x„)  "-  Oikyiy^ ,  ■  ■  ■,  lln)  , 

"'''"*  r,(n(/))-r,(r,(/)) 

=  OikiiVi ,  •  •  • »  Vn)  Ti  (/■)  +  ••  •  +  oa-^iy^ ,  .  .  . ,  y„)  Y^  (/) 
Damit  ist  gezeigt,  daß  auch  die  Gleichungen 

ein  vollständiges  System  bilden. 
Wir  verstehen  unter 


-^11  >  ■■  ■ ,  Ä 


ii  j 


4  A 

-^(/l  >    •   •   ■  J    -^qq 

Funktionen    von    x^,  .  .  .,  x„,    deren    Determinante    nicht 
identisch  verschwindet,  und  setzen 


dann    lassen    sich    auch    XJ/'),  ...,  Xj{f)    linear    durch 
Ziif),  .  .  .,  Zg{f)  ausdrücken. 
Wir  nennen  das  System 

Z,{f)^0,     ...,     Z,//)  =  0 

dem   System  (25)   äquivalent  und  zeigen,    daß   auch   das 
neue  System  vollständig  ist. 

Da  Zi{f)  eine  Summe  von  Gliedern  Än'Xi'if) 
{i'  =  l,  ...,q)  und  Z^if)  eine  Summe  von  Gliedern 
Äjijc'Xjc'if)  (fc'  =  1 ,  ■  ■  -,  q)  ist,  so  ist  der  Ausdruck 

Z,{Z,{f))  -  Z,{Z,{n) 

eine  Summe  von  Gliedern  von  der  Form 

Äu'X,{A,,^X,>if))  -  A,,,X,iAu'X,in) 
=  Aw  [X,{A,,^)X,,{n  +  A,,^Xr{X,,{f))] 
-  A,r  [^k'{Au')X,it)  +  Ai,X,-{X,if))] 
=  Aa'X.,iA,,:)X,,if)  -  A,,^X,^{A,r)X,{f) 
+  Au-A,r[X,{X,.{f))  ~  Xr(XAn)]  . 
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Da  sämtliche  Ausdrücke 

Z,<(Z,.(/))-AV(X,(/)) 
lineare  Funktionen  von  X^if)  ,  .  .  .,  X^if)  sind,  so  ist  auch 

Zc{Z,(f})-Z,{ZAn) 
eine  lineare  Funktion  von   X^if) ,  ...,  X,(/)  und  folglicli 
auch  eine  lineare  Funktion  von  Zi(f") ,  .  .  .,  Z^if) ,  w.z.  b.  w. 
Wir  denken  uns  die  Funktionen  Aa-  so  gewählt,  daß 
die  Gleichungen 

Zi(/)^0,      ...,     Z,if)^0 
bzw.  nach  ^„  ,,^ 

aufgelöst  erscheinen.  Wir  können  daher  den  weiteren 
Betrachtungen  ein  vollständiges  System  von  fol- 
gender Gestalt  zugrunde  legen: 

Y  (f\        ^f    ^  /:  '"^'     _L         ^  ^    IL-O 


(I>) 


^  ^^'^^  ""  ex,  +  ^'•"^^  ex,,,  ^  •  •  •  ^  ^'"  arr„  "  ^  • 

Ein   vollständiges  System   von  der  besonderen  Form  (D) 
bezeichnen  wir  als  Jacobisches  System. 
Es  muß 

Xi(X,(n)  -  A',(Z,(/-))  =  oai  X,(n  +  .  .  .  -r  n,,,A-,(/-) 

sein.      Auf    der    linken    Seite    dieser    Gleichung    hat    -:^- 
{h  =  1,  .  .  .,  q)  den  Koeffizienten  ^^* 

welcher  verschwindet,  da  1,^  und  ^»^  konstant  (1  oder  0) 

sind;   der  Koeffizient  von    .    -  auf  der   rechten  Seite  ist 
gleich  Qa-h'     Folglich  ist      ^ '^'^ 

i>iki,  -  0  .  [h--=  \,  .  .  .,  q) 

Für  ein  Jacobisches  System  ist  also 
(26)  A,(Z,(/))  -  X,{Xi{n)  =  0  .    (t ,  ^-  =  1 ,  .  .  . ,  (?) 
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Setzt  man  den  Koeffizienten  von  -^ —  (y  =  q-[-\,...,n) 

auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  gleich  Xull,  so  erhält 
man  die  Gleichungen 

(27)  X(l,.,)-Z,(^\.)  =  0 

(i ,  A;  -  1  ,  .  .  . ,  g  ;        v  =  q -\-  \  ,  .  .  .,  n)  . 

r?  6.     lutfgratiou  eines  vollstäiullgeu  Systems  linearer 
partieller  Differentialgleichungen. 

Wir  betrachten  jetzt  ein  Jacobisches  System  (D), 
dessen  Koeffizienten 

s^v  (*  =  1,  ...,  (z;  i'  =  g  +  l,  ..  .,  n) 

sieh  in  der  Umgebung  der  Stelle 

**'l   —   •*'l  5  •    •    •   >         ^n   —   <*';) 

regulär  verhalten.  Wir  zeigen,  daß  das  System  (D)  eine 
Lösung  f  =  t\{x^,  ...,Xn)  besitzt,  welche  sich  in  der 
Umgebung  der  Stelle  x^  =  x\ ,  . . . ,  Xn  =^  a??,  regulär  verhält 
und  sich  für  x^  =  xl,  .  .  . ,  a?^  =  x^]  auf  Xy  reduziert,  wo  v 
eine  der  Zahlen  g  +  1 ,  .  .  . ,  ti  darstellt. 

Im  Falle  (?  =  1  ,  also  für  eine  einzige  lineare  partielle 
Differentialgleichung,  ist  nach  §  3  dieser  Satz  richtig;  wir 
zeigen,  daß  er  für  ein  (j'-giiedriges  Jacobisches  System 
gilt,  wenn  er  für  ein  {q  —  l)-gliedriges  Jacobisches  System 
als  bewiesen  vorausgesetzt  wird. 

Die  lineare  Differentialgleichung 

besitzt  n  —  l  Lösungen  y.2 ,  .  .  . ,  ?/„ ,  welche  sich  in  der 
LTmgebung  der  Stelle  x^  =  x\,  .  .  . ,  Xn^  x\  regulär  ver- 
lialten  und  für  Xi  =  ä;?  die  Werte  2/2  =  ^2  ?  •  •  •  >  I/n  =  Xn 
annehmen.     Diese  Lösungen  sind 

t/2  =  a^2  > 

l/q  =  Xq  , 
y?+l  =  i»5+l  +  {Xi  -  X^)fq+i{Xt^  -Xl,    .  .  .,  Xn  -  X^l,)  , 

?/«  =  X»  +  (^1  -  xl)%{Xi  -  X'l  ,    .  .  . ,   Xn~xl)  , 
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wo  ^j+i ,  .  •  . ,  "iprt  Potenzreihen   vou   Xi  —  x'l ,  .  .  . ,  x„  —  x" 
darstellen. 

Wir  setzen  noch  t/j  =  r^  und  führen  y^,  y.^ ,  .  •  • ,  »/„ 
an  Stelle  von  x^,  x^,  ■  ■  ■,  x,^  als  Veränderliche  ein.  Da- 
durch geht  X^if)  in 

über;    da    aber    ^/(z+i)   •••?  Vn    Lösungen    der    Gleichung 
-^i(/^)  =  0  sind,  so  ist 


also 


Ferner  geht  Xiif)  (i  =  2  ,  .  .  .,  5)  über  in 

<^yi  ^Vq+l  ^Vn 

wir  setzen 

Vi,q+\  =  ^i(2/«+i) »      •  •  ■  >     Vin  =  Xi{y„)  , 
indem  wir  diese  Ausdrücke  als  Funktionen  von  y^,  .  •  .,  y„ 
auffassen ,  welche  sich  an  der  Stelle  ?/i  =  -Ti  ,  •  •  ■ ,  y„  =  a-'' 
regulär  verhalten. 

Das  Jacobische  System  (D)  geht  also  in  das  System 


über,   welches  wieder  ein   vollständiges  und,    da   es   nach 

Bf  cf 

-^ —  ,  •  •  ■,   - —  aufgelöst  ist,  ein  .Tacobisehes  Svsteni  sein 

muß.     Es  ist  daher 

3^i('A>)  -  r,(0)  =  0         (/=2,...,5;    r^g-i-l,  ...,«) 
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oder 

d.  h.  die  Koeffizienten 

'/.-,?+ M  •  •  •»  >lin  (*■  =  2,  .  .  .,q) 

hängen  nur  von  y.,  ,  .  .  . ,  ?/„  ab ;  sie  sind  in  der  Umgebung 
der  Stelle  y^  =  ^2  >  •  •  •  >  yn  =  4!  regulär. 

Das  ursprüngliche  Jacobische  System  (D)  und  das 
(^  —  l)-gliedrige  Jacobische  System  mit  den  n  —  1  un- 
abhängigen Veränderlichen  1/2 ,  ■  ■  ■ ,  yn 

^'<«  =  T^  +  ""-'ä^ +  •■■  +  "- T^r"' 

V  /A  ^^        I  ^7'         ,  ,  ^f  ,. 


(28) 


besitzen  dieselben  Lösungen. 

Nach  dem  ausgesprochenen  Satze,  welcher  für  ein 
Jacob isches  System  von  q  —  1  Differentialgleichungen  als 
bewiesen  vorausgesetzt  wird,  wird  das  System  (28)  durch 
eine  Funktion  /'  von  y^ ,  .  . . ,  y„  befriedigt,  welche  sich  in 
der  Umgebung  der  Stelle  2/2  =  ^2 »  •  •  •  ?  2/«  =  *«  regulär  ver- 
hält und  sich,  wenn  man  2/2  =  ^2  >  •  •  •  j  2/<?  =  ^j  setzt,  auf 
yy{v  =  q  +  l,  ...,  n)  reduziert.  Die  Funktion  /*  geht, 
wenn  man 

2/2   =  ^2  >        •   •   •  J       Vq  ^^  ^q  J 

yv  =  Xy  +  (a?x  —  a:?)  "^vix^  —  x\,  .  .  . ,  x^  —  ir?,) 
(r  =  g  +  1  ,  .  .  . ,  w) 

setzt,  in  eine  dem  System  (D)  genügende,  an  der  Stelle 
^1  =  ^1  >  •  ■  • )  Xn  =  ^],  reguläre  Funktion  von  ä-^  ,  .  .  . ,  x,^ 
über;  setzt  man  darin  x^  =  x\,  X2=  x\,  . .  .^  x^  =  x\^  so 
wird  auch  y.,  =^x\,  .  .  .,y^  =  x\  und  2/5+1  =  i»j+i,  ..-,  y„  =  Xn\ 
die  Funktion/'  reduziert  sich  demnach  auf  i»,. ,  wenn  man 
x^  =  x^ ,  ■  •  • ,  Xq  =  X,,  setzt. 

Damit  ist  die  oben  ausgesprochene  Behauptung  be- 
wiesen. 
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Ist  (p{Xg^i,  ...,x„)  eine  Funktion  der  beigefügten 
n  —  q  Argumente,  welche  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle 
^7+1 5  •  •  -j  ^l  regulär  verhält,  so  Ist 

f  =  (p(fq+i,  ..-,  fn) 

eine  dem  System  (D)  genügende  Funktion  von  ^i ,  .  .  .,  x^, 
welche  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  x:[,  .  .  .,  x^  regulär 
verhält  und  sicli  für  x^  =  x\,  . .  .  ^  Xq  =  x\  auf  die  gegebene 
Funktion  rp{Xq+i,  ...,  x^)  reduziert. 

Wir  können  also  den  folgenden  Satz  aussprechen: 
In  dem  Jacobischen  System  linearer  partieller 
Differentialgleichungen 


(D) 


^^D- 


ex. 


1    '»l.g+i 


C  X, 


^\n  '• 


2+1 


^Xn 


=  0, 


^,^n  =  4(-  + 


c7' 


CJ-« 


''?.  ?+i  ;^ 


ex, 


?+l 


^"'  ex. 


seien 
^1)  •  • 


•^1,8+1  ?•••)  '^jn  analytische  Funktionen  von 
.,  Xn^  welche  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle 
,i»|^j  regulär  verhalten  und  die  Bedingungen  (27) 


Zi(f,..)  =  Tfcd,-.,) 


i ,  A;  =  1 


/  i,  /c  =  1  ,  .  .  .,  qr  ,       \ 
\       »'  =  2+1,  ...,n' 


erfüllen.  Es  sei  eine  Funktion  7(^^+1,  ...jO"«)  ge- 
geben, welche  sich  in  derUm  gebung  von  x^^x  =  x\^x . 
.  .  .^Xn  =  x\  regulär  verhält.  Dann  wird  das  System  (D) 
durch  eine  Funktion  f  =  ({x^^  ...,  x„)  befriedigt, 
welche  in  der  Umgebung  der  Stelle  x\^  ...,a?J  re- 
gulär ist  und  für  «"i  =  a?! ,  .  .  .,  Xq  =  x\  in  die  gegebene 
Funktion  ff{Xq^xi  •••■,x„)  übergeht. 

Xach  Mayer*)  läßt  sich  die  Integration  eines  Jacobi- 
schen Systems  auf  die  Integration  einer  einzigen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  zurückführen. 

Wir  formen  das  Jacobische  System  (D)  dadurch  um. 


daß   wir   an    Stelle   von   x^ , 
stitution 


Xa  vermittels    der  Sub- 


(29)     Xi  =  X 


•r.»  =  -^Ü  +  yi  ]/2 » 


=  •»'  -r  yi.Vv 


*)  Math.  Annalen,  Bd.  5. 
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■>'\ 


die  neuen  Vcräudorliclieu  yi  >  •  ■  • )  ?/?  cinfülireu,   wiilirond 


'g-t  I  > 


,  (Tu  beibehaltcu  werden.     Dann  ist 


c'a?o 


if 


=  y 


f  a". 


und  die  Differentialgleichungen 


IL 

dXy 


+     ^1,?+1 


öf 


öf 


ex, 


?+l 


C'/'  c'/" 


+  ^'"^  =  » 


gehen  über  in 


(  ^^^Z)  =  T^  +  '/i.«+i  7^  +  •  •  •  +  '?i«T^  =^  0  , 


(;ui) 


^2/1 


Co;, 


8+1 


C  iT« 


^^'(/')  =  T^  +  *?-3.8+i  T^  +  •  •  •  +';2„4^  =  0  , 


«^^2 


CiT, 


!?+l 


ca?« 


f?/« 


CiF, 


<?+! 


ca-,, 


dabei  sind 

Vl,q+l   =   fl,«+l   +  Vi^i.q-il  +   •   •   •   "H  yq^q.q+l    f 


(31) 


>;in  =  ^1«  +  2/2  ^2«  +   ■  ■  ■   +  VqSqn   ', 
V2,q+l  ~  yi^2,q+li        •■j       V2n  ='■  Vi  ^in  j 

Vq,q+l  ^^  Vl^q.q+l  j         •••)        Vqn^^Vl^qn 
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als  Funktionen  von  yi,  1/2 ,  •••??/?)  ^q+i  ?  •  •  •  j  ^n  darzu- 
stellen.   Diese  Funktionen  sind  in  der  Umgebung  der  Stelle 

yi=^^,     ?/2   =  /^2  J      •   •   •  >     yq  =  ßq^     ÄJj+i   =   O^J  +  l  ,      •   •   .  ,     X^   =  x\', 

(wo  ß2 ,  ■■■,  ßq  beliebig  sind)  regulär;  denn  dieser  Stelle 
entspricht  nach  der  Eückkehr  zu  den  ursprünglichen  Ver- 
änderlichen die  Stelle 

Xy    ^=    Xl    j     X^     '=    X2    )       •     •     •   }      Xq    =    X^    j      Xg^l     =    X,j  ^l    ^       •     •     •   ?      **'«     ^^    '^/l    • 

Die  dem  System  (D)  genügenden  Funktionen  fg+i , 
.  .  . ,  fn,  welche  sich  für  Xi  =  x^,  . . .,  Xq  =  x^  bzw.  auf 
«5+1 ,  .  .  .,  Xn  reduzieren,  gehen  durch  die  Substitution  (29) 
in  Lösungen  des  Systems  (30)  über,  welche  sich  für  2/1  =  0 
auf  bzw.  iCj+i,  •••,  Xn  reduzieren.  Es  sei  v  eine  der 
Zahlen  q_-{-  1 ,  .  .  . ,  n  .  Die  dem  System  (30)  genügende 
Funktion  fy  von  yi,  •  ■  ■,  Vq,  Xg+i,  .  .  .,  x„,  welche  sich  für 
2/j  =  0  auf  Xy  reduziert,  genügt  insbesondere  auch  der 
Differentialgleichung  Yi{f)=0  .  Diese  Differentialgleichung 
besitzt  aber  nur  eine  einzige  an  der  Stelle  yi  =  0 ,  ?/,  =  ßo . 
.  . . ,  yg  =  ßq,  Xq+i  =  ff-J+i ,  .  .  . ,  x„  =  x';,  reguläre  Lösung, 
welche  für  2/1  =  0  den  Wert  x,.  annimmt;  also  muß  diese 
Lösung  mit  /",.  übereinstimmen. 

Die  Differentialgleichung  Yiif)  =  0  besitzt  n  —  1  un- 
abhängige Lösungen  yc> ,  •  ■  ■,  yq,  fq+\ ,  ■  ■  ■,  fn-  Die  Inte  - 
gration  des  Jacobischen  Systems  (D)  ist  nach 
Mayer  durch  die  Substitution  (29)  auf  die  Inte- 
gration der  linearen  partiellen  Differentialglei- 
chung 

(32)      Y,  (/)  =  ^^  +  ,;,,,,,  ^  +  ...  +  ,;,  „  S  =  0 

zurückgeführt  und  damit  auf  die  Integration  des  Systems 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen 


(33)  dy, 


dXq+i  _        _  dx„ 


zwischen  den  Veränderlichen  y^,  Xq^i,  ....  .r„ ,    wobei  y^ 
.  .  . ,  ?/j  als  Parameter  betraclitet  werden. 
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§  7.     VollstiiiKlij^  iiitegrierbare  Systeme  totaler 
Differeutialgleichungen. 

■  Wir  haben  in  §  3  den  Zusammenhang  untersucht,  welcher 
zwischen  einer  einzigen  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung und  einem  System  gewöhnliclier  Differential- 
gleichungen stattfindet. 

Ein  ähnlicher  Zusammenhang  besteht  zwischen  einem 
System  von  q  linearen  partiellen  Differentialgleichuogen 
mit  n  unabhängigen  Veränderlichen  und  einem  System 
von  n  —  q  totalen  Differentialgleichungen  mit  q  unab- 
hängigen und  n  —  q  abhängigen  Veränderlichen. 

Wir  denken  uns  unser  System  von  q  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  (das  zunächst  nicht  vollständig  zu 
sein  braucht)  nach  q  partiellen  Ableitungen  aufgelöst: 


(I>) 


CCß, 


<  X. 


5+1 


~1~  ^?,?+l  "F 


^q+l 


+  ••■ 


c7" 


0; 


die  ^  sind  wie  früher  Funktionen  von  x^^  ...,  a?„.  Wir 
schreiben  das  folgende  System  totaler  Differentialglei- 
chungen an: 


(E) 


äxg+i  =  ^i,g+ida;i  +  .  .  ■  +  ^q,q+idxg  , 


dxn  =  |i„  dxy      +  .  .  .  +  Lndx„  . 


Wir  beweisen  den  Satz: 

Ist  f{xi,  ...,Xn)  eine  Lösung  des  Systems  (D), 
so  verschwindet  df  infolge  des  Systems  totaler 
Differentialgleichungen  (E). 

Der  Voraussetzung  nach  ist 


cf 


ex, 


•  •  •        stn 


■J+l 


CXr, 


[i^l,  ...,  q) 
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Also  ist 

if  cf 

df  =  -^^  da?!  +  . .  .  +  -j—-  dxg 


ex. 


vx„ 


df  cf 


ex, 


j+i 


\dXq^]       si , 9+1  wa"]       ...       sy, }+i  dx^\ 


+ 


^f 


ca7„ 


Sg/i  "•*^v] 


0 


besteben  die  Gleichungen  (E),  so  ist  rf/' 

Der  Satz  läßt  sich  umkehren: 

Jede  Funktion /"(xj,  .  .  .»a-n),  deren  Differential^/ 
infolge  der  Gleichungen  (E)  verschwindet,  ist  eine 
Lösung  des  Systems  (D). 

Denn  vermöge  der  Gleichungen  (E)  wird 


df^^äx,-^...-^ 

CXi 


<^x„ 


dx„ 


+  TZ — dxy+i  +  .  • .  +  -^~dx„ 


ex, 


Q+l 


.cx„ 


-\'  ^1 ,  ?  +  1  'j~~ r  •  •  •    I    s  1  n 


L  ex 


e  X, 


?  +  i 


eXr 


dxi 


+ 


Soll  dieser  Ausdruck  für  beliebige  Werte  von  d,i\,  .  .  .,  dx^ 
verschwinden,  so  müssen  die  Koeffizienten  von  dx^ .  .  .  . ,  dx,^ 
verschwinden,  d.  h.  /'  muß  dem  System  (D)  gonügeii. 

Eine  Funktion  f(Xi ,  .  •  .,  x„) ,  deren  Differential  infolge 
der  totalen  Differentialgleichungen  (E)  versolnvindet,  lieißt 
ein  Integral  des  Systems  (E).    Wir  können  also  sagen: 

Jede  Lösung  des  Systems  (D)  ist  ein  Integral  des 
Systems  (E);  jedes  Integral  des  Systems  (E)  ist  eine  Lösung 
des  Systems  (D). 


t^  7.     Systeme  totaler  Dürerentialgloichungen.  ;•].'} 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  daß  die  g  partiellen  Diffe- 
rentialgleielmngen  (D)  ein  vollständiges  (Jacobisclies) 
System  bilden;  die  Funktionen  ^i,^+i,  ■■■,  ^,,n  seien  an 
der  Stelle  .r^  =  a?? ,  .  .  . ,  a?„  =  xl  regulär.  Dann  besitzt  das 
System  (D)  die  an  dieser  Stelle  regulären  Lösungen  fq+i, 
.  .  .,  /'„ ,  welche  sieh  für  .^1  =  0?]',  .  .  . ,  Xq  =  x^^  bzw.  auf 
^q+u  ■  •  ■■)  ^n  reduzieren.  Auf  Grund  der  Gleichungen  (E) 
verschwinden  die  Differentiale  von  /g+i,  .  .  .,  f„,  so  daß 
die  Funktionen  fg^^  ,  ■  ■  .,  fn  konstante  Werte  annehmen: 


t ny^l  j    •  •  •  j   *V?)  ^w  • 

Da  für  a?i  =  a?i ,  .  .  . ,  rr^  =  ayj  /5+1  =  rr^+i ,  .  .  . ,  /„  =  Xn  ist, 
80  nehmen  die  Funktionen  fq+i,  •••,/'„  für  ^1  =  ^1  >  •  ■  •  > 
x„  =  xl  bzw.  die  Werte  a;"+i ,  ■  ■  ■,  x^  an.  Also  ist  Cg+i 
=  ^j+i  >  •  •  •  >  ^n  =  ^/! »  iiiii  <^i6  totalen  Differentialglei- 
chungen (E)  werden  durch  die  Gleichungen 

■  : •  • 

befriedigt.     Da  die  Funktionaldeterminante 

für  o*!  =  .Ti ,  .  .  . ,  ir„  =  .1;^,  den  Wert  1  annimmt,  so  lassen 
sich  die  Gleichungen  (34)  nach  x^^i  ,■■■■>  Xn  auflösen;  man 
erhält 

(35) 


l        ^n  —  ^n   ~r  9^/1  (%  ^1  j    •  •  •  j    ijCj  X,^)  , 

wo  9:^5+1,  .  .  .,  q>n  Potenzreihen  der  beigefügten  Argumente 
sind,  welche  für  Xi  =  x\,  .  .  .,  Xg  =  tr^  verschwinden.  Das 
System  totaler  Differentialgleichungen  (E)  wird  also  durch 
Funktionen  x^^^ ,  .  .  .,  Xn  von  x^,  .  .  .,  Xg  befriedigt,  welche 
für  Xi  =  xl,  .  .  . ,  Xg  =  x'^^  die  beliebig  vorgeschriebenen 
Werte  Xg^i  =  x^+i ,  .  .  . ,  Xn  =  x^„  annehmen;  dabei  ist  nur 
vorausgesetzt,  daß  die  Funktionen  ii,g+i,  ■  ■  ■,  ^q»  an  der 
Stelle  Xi  =  xl,  .  .  . ,  Xn  =  xl  regulär  sind.    Das  System  (E) 
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heißt  dann  vollständig  intofirierbar  (unl)e.schränkt 
integrabcl). 

Wir  nelimen  unifiekelirt  an,  da>s  System  (E)  sei  voll- 
ständig integrierbar,  d.  li.  es  werde  durcli  Gleielmngen  von 
der  Form  (iJö)  befriedigt,  in  welchen  .7"!'+,  ,  ...,/«  als 
Integrationskonstante  anzuseilen  sind.  Dann  wird  das 
System  partieller  Differentialgleichungen  (D)  durch  die 
Funktionen 

/  fy  4  1    =  ^q+1  9^(7+1  '•''"l  ^1  ?    •   •   •  ?    ^q  ^7)   5 

befriedigt,  welclie  für  iTj  =  a?" ,  ...,  a?,  ==  ar"  die  Werte 
/<?+]  ^-  ^g+ij  •••)/«  =  ^n  annehmen  und  daher  voneinander 
unabhängig  sind.  Dann  bilden  aber  die  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen (D)  ein  g-gliedriges  vollständiges  System. 
Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 
Das  System  totaler  Differentialgleichungen  (E) 
ist  dann  und  nur  dann  vollständig  integrierbar, 
wenn  die  partiellen  Differentialgleichungen  (D) 
ein  5-gliedriges  vollständiges  System  bilden,  d.h. 
wenn  (27) 

Z,(6,.)  =  A',(|,„)  ' 

\      V  =  q  -\-  \  .  .  .  .,  v  I 

ist.     Sind 

I  q  \\  (•'^1  1    ■  •  ■  1   ^n)  J         •  •  •  >       /  "  '"'"l "^»i) 

die  dem  System  (D)  genügenden,  in  der  Umgebung 
von  a;,  =  a?'i ,  ...,  Xn  =  x^„  regulären  Funktionen, 
welclie  sich  für  .r,  =  37?,  .  .  . ,  a^^  =  a^"  bzw.  auf  .r,^,  , 
...,Xn  reduzieren,  so  ergeben  sicli  ans  den  Glei- 
chungen (;U) 

~  /   9+  1  W  1   •      •    ■    •  <     ^u)    =    ^'v+  I     1 


fni-r^ cc„)  =  sr^„ 

^q^\  1  •••'  '''^»1   •'^Is  Funktionen    von  ./-, .r^ .  welche 

sich   in   der  Umgebung  von  a'i, rj^'  regulär  ver- 
halten ,  für  a^i  =  a^i ,  .  .  . ,  cr^  ^  a?"  die  Werte  a-,^,  =  rr"^j . 
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...,   x,i  =  x"     annolimeii     und    dein    System    totaler 
DilTerentialgloiclnin^^en  (E)  genü^^cn. 

Die  Integration  eines  vollständig  integrierbaren  Systems 
totaler  Differentialgleichungen  und  die  Integration  eines 
vollständigen  Systems  linearer  partieller  Differentialglei- 
chungen (eines  Jacobischen  Systems)  sind  äquivalente 
Aufgaben.  Demnach  führt  die  in  §  fi  dargestellte  Mayer- 
sche  Methode  auch  zur  Integration  eines  vollständig  inte- 
grierbaren Systems  (E). 
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II.  Abschnitt. 

Partielle  Differentialgleiclmngen  erster 
Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Ver- 
änderlichen*). 

§  8.    Existenz  der  Integrale. 

Wir  betrachten  jetzt  eine  nicht  lineare  partielle  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  mit  der  abhängigen  Ver- 
änderlichen z  und  zwei  unabhängigen  Veränderüchen  a?,  y, 
d.  h,  eine  Gleichung 

(A)  F{x,  y  ,  z,  p,  q)  =  Q  , 

wo 

_  ^^  _  ^^ 

f  o;  '  cy 

ist. 

Den  in  §  1  und  §  2  bewiesenen  Fundamentalsatz 
sprechen  wir  für  den  Fall  zweier  unabhängigen  Veränder- 
lichen noch  einmal  aus: 


*)  Zum  eingehenderen  Studium  der  Theorie  der  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  beliebig  vielen  unab 
hängigen  Veränderlichen  sei  auf  die  folgenden  Werke  verwiesen 

Goursat,  Vorlesungen  über  die  partiellen  Differential 
gleichungen  erster  Ordnung.    Deutsch    von  Maser.    Leipzig  181^3 

Forsyth.  Theorv  of  differential  equations.  Vol.  V.  Cam 
bridge  190(). 

Mansion,  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung.     Deutsch  von  Maser.     Berlin  1892. 

E.  v.  "Weber,  Vorlesungen  über  das  Pfaffsche  Problem  und 
die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Leipzig  1900. 


§  8.    Existenz  der  Integrale.  37 

Die   analytische   Funktion   F{x,  y,  ~,  p,  q)   sei 
in  der  Umgebung  der  Stelle 

x  =  3Po ,   y  =  yo7   « =  2^0 ,   p  =  Po  j   <i^% 

6F 
regulär;   an  dieser  Stelle  sei  F  =^  0 ,  aber  — —   von 

Null  verschieden.  Es  sei  eine  in  der  Umgebung 
von  y  =^  Vq  reguläre  Funktion  q{y)  gegeben,  welche 
die  Bedingungen 

v{ya)  =  -0 )   95' (yo)  =  ?o 

erfüllt.  Dann  wird  die  partielle  Differentialglei- 
chung (A)  durch  eine  einzige  analytische  Funk- 
tion z  =  0{x,  y)  befriedigt,  welche  sich  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  x  =  Xq,  y  =  y^^  regulär  verhält  und 
für  X  =  Xq  in  die  gegebene  Funktion  fp{y)  übergeht. 
Wir  bringen  die  Gleichung  (A)  auf  die  Form 

(1)  P=f{x,y,'^,q)y 

wo  f  eine  analytische  Funktion  der  beigefügten  vier  Argu- 
mente ist,  welche  an  der  Stelle  x  =^  Xq,  2/  =  2/o  »  ^  =  2^0 » 
g  =  go  den  Wert  p  =  Po  annimmt  und  in  der  Umgebung 
dieser  Stelle  regulär  ist.  Indem  man  die  Gleichung  (1) 
wiederholt    nach    y    differentiiert,    erhält    man    die    Ab- 

leitungen  -;^ — ^r-;^    durch    die  Ableitungen    von    z   nach   y 
c  00  ^  y 

ausgedrückt.     Differentiiert  man  die  Gleichung  (1)  einmal 

nach    X    und    beliebig   oft   nach    y ,    so    werden    die   Ab- 

c-^^z 
leitungen  —^—z-i^ —   durch   die  Ableitungen  von  z  nach  y 

ausgedrückt,    nachdem    für    die   Ableitungen  -^ — ^-^    die 

bereits  gefundenen  Ausdrücke  eingesetzt  sind,  usw.  Da 
z  für  X  =  X(^  in  q){y)  übergehen  soll,  muß 

B^'z\  (d^cp{y) 


sein;  man  kann  schrittweise  sämtliche  Ableitungen 


dx^'cy  U^,y^ 
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berechnen  und  die  in  der  I'mgebung  der  Stelle  x  ^  x,, , 
y  =  Pi)  konvergente  Potenzreihe 

z  =-  (P(x ,  y)  =  "V — -— -  [^ — ^ )       (x  —  Xr,y  {y  —  Vo)' 

aufstellen. 

Wir  werfen  die  Frage  auf,  ob  sieb  jede  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  genügende  analytische  Funktion 
z  =  fß{x ,  y)  durch  das  soeben  dargestellte  Verfahren  her- 
leiten läßt. 

Es  werde  die  Bezeichnung  benutzt: 

cF  cF  BF  cF  6F 

(2)     X  =  ~,     Y^A,     Z=^~-,     F=^A,     Q  =  A. 

ex  ( y  c  z  c  p  c  q 

Wir  nehmen  an,  die  Funktion  z  =-  (P{x ,  y)  erfülle  die 
Gleichung  P=  0  nicht  identisch;  <P{x,  y)  sei  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  x  =  x^^ ,  y  =  //„  regulär;  wenn  ^^, ,  po ,  q^, 
die  Werte  sind,  welche  die  Funktionen 

für  ic  =  a;„ ,  ?/  =  ?^  annehmen,  sei  P  für  das  Wertsystem 

von  Null  verschieden.  Dann  ist  eine  und  nur  eine  ana- 
lytische Funktion  z  von  r ,  y  vorhanden ,  welche  sich  in 
der  Umgebung  der  Stelle  x  =  j:„  ,  //  =-  ?/„  regulär  verhält 
und  sich  für  x  =^  x^^  auf  die  Funktion 

(p{y)  =  0(.r,  ,  .//) 

reduziert.  Diese  Funktion  z  muß  init  <lH.r .  y)  überein- 
stimmen. 

Wenn  die  Funktion  ;:;  =  0{x ,  y)  zwar  der  Gleichung 
P  =  0  genügt,  aber  die  Gleichung  ^  =  0  nicht  identisch 
erfüllt,  so  bleibt  die  bisherige  Betrachtung  anwendbar, 
wenn  mau  nur  der  Veränderlichen  .r  diejenige  Rollo  zu- 
weist, welche  bisher  //  spielte. 

Die  Lösung  z^  ^-^(-f,  .'/)  kann  nur  dann  auf  dem 
oben  beschriebenen  Wege  nicht  erhalten  werden,  wenn 
sie  den  beiden  Gleichungen 

p  =  0,     Q  =  0 
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gleichzeitig  genügt.  Eine  Lösung  der  Gleichung  {Aj  ge- 
nügt auch  den  Gleichungen,  welche  mau  erhält,  wenn 
man  die  Gleicliung  (A)  partiell  nach  x  bzw.  y  differentiiert 
und  dabei  beachtet,  daß  z,  p,  q  von  .r  und  //  abhängen: 

.Y  +  Z/>  +  p4^  +  Q--^  =0, 

C  X  C  X 

<-y        ^y 

Für  eine  Lösung,  welche  die  Gleichungen  P  ==  0 ,  Q  =^0  be- 
friedigt, reduzieren  sich  die  beiden  letzten  Gleichungen  auf 

Y  +  Zq-=Q  . 

Eine  Lösung  der  partiellen  Differentialglei- 
chung (A),  welche  zugleich  den  Gleicliungen 

(3)  P  =  0  ,     Q^O  ,     X  +  pZ^O  ,     Y  -^qZ  =  0 

genügt,  wird  eine  singulare  Lösung  genannt.  Jede 
analytische  Lösung  von  (A),  welche  nicht  in  diesem 
Sinne  singulär  ist,  kann  durch  das  oben  ent- 
wickelte Verfahren  erhalten  werden. 

Im  allgemeinen  ist  keine  Funktion  z  von  ,/■ ,  .;/  vor- 
handen, welche  außer  der  Gleichung  (A)  auch  den  vier 
Gleichungen  (3)  genügt.  Eine  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  besitzt  im  allgemeinen  keine  singulare 
Lösung. 

§  9.     lutegralttUfhe,  welche  durch  eine  gcijebcue 
Kur  Tu  geht. 

Wir  benutzen  eine  geometrische  Ausdrucksweise,  indem 
wir  X ,  n ,  z  als  rechtwinklige  Koordinaten  eines  Punktes 
im  Eaume  auffassen,  wodurch  komplexe  Werte  von  x,  y,  z 
nicht  ausgeschlossen  sind.     Ist 

(4)  ^=-^I^{^c,  !/) 

eine  der  Differentialgleichung  (A)  genügende  Funktion,  so 
stellt  die  Gleichung  (4)  eine  Integralfläche  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (A)  dar. 
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Unter  einem  Flächenelement  im  Eaume  verstehen 
wir  den  Inbegriff  eines  Punktes  und  einer  durch  den 
Punkt  gehenden  Ebene.  Da  es  im  Eaume  oc^  Punkte 
gibt  und  durch  jeden  Punkt  -yc^  Ebenen  gehen,  so  sind 
rx.^  Flächenelemente  im  Räume  vorhanden.  Die  Gleichung 
einer  Ebene,  welche  durch  den  Punkt  (x ,  y,  z)  geht, 
schreiben  wir,  indem  wir  die  laufenden  Koordinaten  |,  ;^,  C 
benutzen,  in  der  Form 

'<:  —  z  =  p(^  —  X)  ^  q(ri  -  V)  , 

so  daß  die  Stellungskosinus  der  Ebene  den  Größen  p  ,  q,  —1 
proportional  sind.  Die  Stellung  der  Ebene  ist  also  durch 
die  Größen  p,  q  bestimmt.  Die  fünf  Größen  x,  y,  2,  p,  q 
werden  die  Koordinaten  des  Flächenelementes  genannt, 
welches  aus  dem  Punkt  (x ,  y ,  z)  und  der  angegebenen 
Ebene  besteht. 

Die  Fläche  z  =  0{x ,  y)  enthält  -x^-  Punkte  (j?,  y  ,  z): 
jedem  dieser  Punkte  ordnen  wir  die  Tangentialebene  zu, 
so  daß 

c  (^  c^ 

P  =  —, —  >       2  =  —- — 
tx  c  y 

ist.  Einer  Fläche  gehören  demnach  x^  Flächenelemente 
an.  Die  Fläche  z^0(x,y)  ist  eine  Integralfläche  der 
partiellen  Differentialgleichung  (A),  wenn  ihre  sämtlichen 
Elemente  {x ,  y ,  z,  p  ,  q)  der  Gleichung  (A)  genügen. 

Erfüllt     die     Funktion     z  =^  ^Pix,  y)     die     Anfangs- 
bedingung 
(5)  X  =  Xf,,      Z  =  rp{y)  , 

SO  geht  die  Integralfläche  (4)  durch  die  Kurve  (5).  Die 
analytische  Funktion  rf(y)  sei  wie  in  §  8  an  der  Stelle 
y  =  j/o  regulär  und  es  sei  ^ö  =  'fiyo) ,  9o  =  fp'i!/o)j  während 
Po  der  Gleichung  -F(xo  ,  yo  »  ^0  »  Po  »  9o)  =  0  genüge;  an 
der  Stelle  x  =  x,j ,  y  =  y,j ,  z=-z^,  P  =  Po  »  ?  =  9o  sei  die 
Funktion  T(x^  y>  2;,  p,  g)  regulär  und  P  von  Null  ver- 
schieden. Dann  geht  nach  dem  in  §  8  ausgesprochenen 
Satze  durch  die  Kurve  (5)  eine  und  nur  eine  Integral- 
fläche z  =  0(37,  y) ,  wo  (?(jf ,  y)  eine  in  der  Umgebung  der 
Stelle  j^  =  Xf, ,  //  =  i/,j  reguläre  analytische  Funktion  ist. 
Bisher  lag  die  gegebene  Kurve  (5)  in  einer  zur  yz- 
Ebene  parallelen  Ebene.    Es  bleibt  noch  zu  untersuchen, 
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ob  durch  eine  beliebige  analytische  Kurve  eine  und  nur 
eine  analytische  Integralfläche  hindurchgeht. 

Es  sei  eine  Kurve  C  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

(6)  X  =  fi{u)  ,     .?/  =  f^(u)  ,     z  =  f^ iu)  , 

^0  fi ,  f'i ,  fs  analytische  Funktionen  von  u  sind,  welche 
sich  in  der  Umgebung  von  u  =  w^  regulär  verhalten  und 
für  u  =  «0  die  Werte  Xq,  ijq,  Zq  annehmen,  während  /7(mo)» 
/^2(^o) »  /^^("o)  nicht  sämtlich  verschwinden.  Ist  A'(wo)  "^on 
Isnü  verschieden,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (6)  durch 
Elimination  von  u  auf  die  Form 

(7)  ij  =  fix)  ,     z^  g{x) 

bringen,  wo  sich  f(x),  g{x)  in  der  Umgebung  von  x  =  Xq 
regulär  verhalten  und  für  x  =  Xq  die  Werte  y  =  y^,  z  =  z^ 
annehmen. 

Für  eine  durch  die  Kurve  C  gehende  Integralfläche 

z  =  0{x  ,  y) 
sei 

c^<p  6^0  d^0 

c  x^  dxoy  dy^ 

Um  die  Werte  von  p  ,  q  in  einem   behebigen  Punkt 
der  Kurve  C  zu  berechnen,    haben  wir  die  Gleichungen 

,g.  i  F{^,  y,  ^,  P,  Q)  =  0  , 

\  p dx  -\-  qdy  —  dz  =  0  , 

wo  für  X ,  y ,  z  die  Funktionen  (6)  von  u  zu  setzen  sind. 
Die  in  bezug  auf  p  ,  q  gebildete  Funktionaldeterminante 
der  linken  Seiten  dieser  beiden  Gleichungen  ist 

(^)  -^-=1.1,     \  =  Päy-Qdx. 

dx ,  dy  \ 

Wir  nehmen  au,  für  ein  den  Gleichungen  (8)  genügendes 
Wertsystem  p ,  q  verschwinde  J  nicht  identisch  in  u . 
Die  Werte  von  r ,  s ,  t  in  einem  Punkt  der  Kurve  C  ge- 
nügen den  Gleichungen 

dp  ^  rdx -\- 6  dy  ,       dq^sdx-\-tdy 
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und  den  Gleichungen 

Y^Zq-{-  Ps-i-Qt  ^0, 

welche  man  erhält,  indem  man  die  Gleichung  (A)  ])arti('ll 
nach  X  bzw.  nach  y  differentiieit.  Wenn  man  die  beiden 
letzten  Gleichungen  mit  dx  bzw.  <-///  multipliziert  und 
addiert,  erhält  man  die  Gleichung 

X  dx  -\-  Y  dy  -{-  Z{p  dx  +  qdy)  -f  P{r  dx  -j-  sdy) 

+  Q{sdx-\-idy)^0 
oder 

X  dx  +  Ydt/  +  Z  dz   r  i'  dp  +  Qdq  -  i^)  , 
d.  h. 

dF{x,  y,z,p,g)  =  0. 

Unter  den  obigen  vier  Gleichungen  finden  sich  also  mir 
die  drei  unabhängigen 

r  dx  -{-  8  dy  =  dp  , 

(10)  <  s  dx  -\-  tdy  ^  dq  , 

.    rP-\-sQ  ^-X-pZ, 

aus  welchen  sich  bestimmte  Werte  von  /■ ,  s ,  t  ergeben, 
da  die  Determinante 

dx  ,  dy  ,  0 

0  ,     dx ,  dy    =^  Idy 

von  Null  verschieden  ist*).  Fährt  mau  so  fort,  so  findet 
man  für  alle  partiellen  Ableitungen  von  c  nach  ./■  und  // 
bestimmte  endliche  Werte. 

Es  fragt  sich,  ob  die  Keihe 

s  -=  2-,,  +  Voi-^  —  ^o)  +  Qo{y  -  Ho)  +  ■•  '\.(-t'  -  j\.)"  +  •  •  • 

in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  .r\, ,  //  =-  //,.  konvergiert ; 
dabei  ist  (.i\, ,  //„  ,  z^,)  ein  Punkt  der  Kurve  C ,  und  y>„  , 
q^^ ,  r^^ ,  ...  sind  die  zugehörigen  Werte  der  partiellen  Ab- 
leitungen der  Funktion  z  von  .r  und  // . 

*)  Ist  längs  der  gegebenen  Kurve  //  konstant,  so  kommt  man 
durch  Vertauschung  von  c  und  //  auf  den  bereits  erledigten  Fall: 
Avir  können  also  dy  von  Null  verschieden  voraussetzen. 


y?  9.     Integivilfläche  durch  eine  gegebene  Kurve.  4i) 

Die  Gleichuugen  der  Kurve  G  seien  auf  die  Form  (7) 
gebracht;  J  sei  für  x  =^  x^^  von  Null  verschieden.  Wir 
wendeu  die  Substitution 

l==X,      \)  =  y-f{x),      ^  =  z~(j{x) 

an   und  setzen 

dl  dx) 

Die  Gleichung 

dl  -=  p<?i-  +  <\d\] 

gebt,  wenn  mau  i" ,  l) ,  5  durch  x,  y  ,  z  ausdrückt,  über  in 

dz  —  g'{x)  dx  =-  pdx  -\-  c\  {dy  —  f''{x)  dx) 
oder 

dz  =-  (p  —  q  f'{x)  +  </'(^-))  f^a?  +  q  rf//  ; 

daraus  folgt 

oder 

P  =-^  +  <//»-9'V)  , 

q  -2- 

Die  Differentialgleichung  (A)  geht  durch  Einführung 
von  X ,  l) ,  3  über  in 

während  die  Kurve  C  die  Gleichungen  t)  ^  0 ,  g  =  ü  erhält. 
Wir  haben  eine  Funktion  5  von  )c ,  i)  zu  suchen ,  welche 
der  Differentialgleichung  ^  =  0  genügt  und  für  1)  =  0  den 
Wert  5  =  0  annimmt. 

Aus  den  obigen  Ausdrücken  von  /; ,  q  durch  p  ,  q  folgt 

c^-  _  cF 
'dp  ~  Tp  ' 

6i?  cF        CF  ,., 

c  q  cq        cp 
da 

dl  =  dx  ,  d\)  =  dy  —  f\x)  dx 
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ist,  so  ist 

cp     '       ^q  dp     ^        dq 

Längs  der  Kurve  C ,  der  j-Achse,  ist  t)  =-  0  ,  also  d\)  ==  0  und 

A  =  -^dx  . 
cq     ' 

Kuu  ist  aber  J,  also  auch  -^ ,  vou  Null  verscliiedeD,  so 

cq 

daß  sich  die  Gleichung  ^  =  0  nach  q  auflösen  läßt.  Xach 
dem  in  §  8  ausgesprochenen  Satze  besitzt  die  Gleichung 
^  =  0  eine  in  der  Umgebung  der  Stelle  %  =  x,^ ,  t)  =  0 
reguläre  Lösung  5 ,  ■welche  für  t)  =  0  den  Wert  §  =  0  an- 
nimmt. 

i;  10.    Die  Charakteristikeu  einer  partiellen  Differential- 
gleicliung  erster  Ordnung. 

Die  durch  die  Gleichungen 

(11)  x=^t\{u),    II  ^(^{ii),    z=fz{u),    p=^f\{i(),    g=/'5(u) 

mit  dem  veränderlichen  Parameter  u  dargestellte  einfache 
Mannigfaltigkeit  von  Flächenelementen  (x ,  y  ,  z  ,  p  ,  q) 
wird  als  Streifen  bezeichnet,  wenn  sie  der  Gleichung 

(12)  dz  =  p  dx  +  qdy 

genügt.  Wenn  x,  y,  2  nicht  sämtlich  von  u  unabhängig 
sind,  stellen  die  drei  Gleichungen 

^  -=  t\  («)  »     //  ==  A  («)  .     -=fi  («) 
eine   Kurve  dar,    deren   Taugente  im   Punkt  (.r,  ?/ ,  -:)  in 
der  Ebene 

^  —  z  =  p{^  —  x)  -{-  q{>)  —  y) 
liegt*). 

Gehört  der  Streifen  (11)  einer  Tntegralfläche  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (A)  an,  so  ist  infolge  von  (11) 
außer  der  Gleichung  (12)   auch   die  Gleichung  (A)   erfüllt. 


*)  Sind  a."  =  .r„ ,  y  =  y^,  «  =  -f 0  "^o"  "  uuabliiinei»,  so  stellen 
die  Gleichungen  (11)  cxj*  Flächenelenien<e  dar,  welche  durch  den 
Punkt  (x„ ,  ?/p ,  z^^  gehen  und  einen  ..Elementarkegel"  bestiuinieu. 
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Wir  haben  gesehen,  daß  durch  einen  solchen  Streifen  eine 
Integralfläche  vollständig  bestimmt  ist,  falls 

rdy  -  Qdx 

von  Null  verschieden  ist.  Wenn  es  also  eine  Kurve  gibt, 
längs  welcher  sich  mehrere  Integralflächen  berühren,  oder 
mit  anderen  Worten,  wenn  es  einen  Streifen  gibt,  welcher 
mehreren  Integralflächen  gemein  ist,  so  muß  dieser  Streifen 
außer  den  Gleichungen  (A)  und  (12)  der  Gleichung 

(13)  Pdy  -Qdx  =  0 

genügen. 

Ein  Streifen,  welcher  die  Gleichung  (1)3)  be- 
friedigt und  einer  Integralfläche  von  (A)  angehört 
(die  sich  in  der  Nähe  der  Punkte  des  Streifens  regulär 
verhält)*),  wird  charakteristischer  Streifen  oder 
Charakteristik  genannt. 

Längs  einer  Charakteristik  gelten  die  Gleichungen 
(12)  und  (13),  sowie  die  Gleichungen,  welche  man  erhält, 
indem  man  die  Gleichung  F  =  0  partiell  nach  x  bzw.  y 
differentiiert.    Die  letzteren  Gleichungen  lauten,  wenn  man 


setzt, 


Ferner  ist 


d^z  c-z  d^z 

Bx^  '  dxdy  ^  dy^ 

Y  -^qZ  +sP  -\-tQ  =0  . 


dp  =  r  dx  +  s  dy  , 

dq  =  sdx  -\-  tdy 

oder,  wenn  man  die  Gleichung  (13)  unter  Einführung  einer 
Hilfsveränderlichen  u  durch  die  beiden  Gleichungen 

dx  =  P  dti  ,     dy  =  Qdu 
ersetzt, 

dp=={rP  +  s  Q) du  , 

dq  =  {sP  -\-tQ)du 

*)  Ein  Punkt  {Xg ,  y^ ,  z^)  der  Fläche  f{x ,  y ,  z)  =  0  heilst 
regulär,  wenn  sich  für  die  benachbarten  Flachenpunkte  [x ,  y  j  z) 
eine  der  drei  Differenzen  x — Xq  ,  y  —  y^,  z  —  z^  (wir  nehmen  an, 
die  dritte)  als  Potenzreihe  der  beiden  anderen  darstellen  läßt. 


|ii       1 1.  Al.si-liiiill.     I)ifrfi-.-iilinlxlei<;liiiiif5:en  ».'is|«;i-  Oidiiuii','. 

oder 

(14) 


{X  -i  pZ}(lv  , 
{Y  -{-qZ)(lH  . 


Längs     oiiior    Cliarakteristik    pclton    also    <lif 
Gleichungen 


:i5) 


du 

du 
dz 
du 


oder 

(10) 


dx 
P 


dij 

Q 


4^=-(x 

du 


dq 
du 

di 


{Y  ^qZ) 

dp 


dq 


pZ 


Y  +  qZ  • 


pP  +  qQ 

Ein  Wertsystem 

^  =  oPq  ,     y  =  j/o  ,     z  =  2;,,  ,     p  =  /)„  ,     5  =  </o  . 

welches  nicht  nur  der  Gleichung  F  =  0 ,  sondern  am-h 
den  Gleichungen  (3) 

P  =  0  ,     (?  =  ().     X  ^pZ  =  0  ,     Y  +  qZ  ^0 

genügt,  für  welches  also  die  rechten  Seiten  der  Glei- 
chungen (15)  sämtlich  verschwinden,  stellt  in  bezug  auf 
die  Differentialgleichungen  (15)  oder  (16)  ein  singuläres 
Wertsystem  dar;  demgemäß  wird  das  Flächenelement 
{Xq,  2/0,  z^^ ,  p^^ ,  q^,)  als  singulärcs  Flächenelement 
bezeichnet.  Ein  singuläres  Integral  der  Differential- 
gleichung (A)  besteht  demnacli  aus  lauter  singulären 
Flächenelementen. 

ist   {Xq  ,  j/o  .  ~o  •  /Ai '  Qn)   ^''^   nicht  singuläres  Flächen- 
element,   welciies    der    Gleichung    J^  —  0    genügt,    so    be- 


$  10.      I)i<'  (Jli;n;ik(t^ii-;liUcn   usu 


silzcii    die   I  )irrt'itMil.ialgleichuu^eii  (!•">)    eine    mid    nur  eine 

L()s)iim-  ,  , 

'  .r  -=  (/^(u,  a\^ ,  ?/„  ,  ^„  ,  />„  ,  9,,)  , 

.'/  =  <r2(^j  ^0'  !/u,  -,M  l\,'  flu)  , 

z  =  cp.^{u,  .To,  2/o^  -0  5  ^>(),  gn)  , 

j)  =  994 (w,  a;„,  ?/o5  ^(M  ?^oj  ?o)> 

<?  =  qy-^iu,  Xf,,  ?/o,  2^o>  Poj  2o)  j 

welehe  die  Anfangsbedingungen 


(IT 


^  —  -^0  »      ?/  ^~  2/0  > 


^0  5     P  =  Po  ,     5  =  5ü 


für  tt  ==  0  erfüllt*).  Die  Funktionen  <pi,  ...,  99.-,  sind  in 
der  Umgebung  von  u  =  0  regulär  und  reduzieren  sich 
für  «  -=  0  bzw.  auf  X(^,  .  .  .,  Qq-,  nie  sind  analytische  Funk- 
tionen von  w ,  0*0 ,  1/0 ,  2^0 '  2^1  >  ^o »  welche  in  der  Umgebung 
der  Werte  w  =  0  ,  a^o  =  i"o ,  2/o  =  ^Jo »  ^0  =  So »  2>o  =  Po ,  ?o  =  ^o 
regulär  sind,  wenn  unter  (y„  ,  %  .  5,, ,  p^, ,  qo)  ein  der  Glei- 
chung F  =  0  genügendes  nicht  singuläres  Flächenelement 
verstanden  wird**). 


Versteht  man  unter  x,, 


Qq  feste  Werte,  so  stellen 


die  drei  ersten  Gleichungen  (17)  im  allgemeinen  eine  Kurve 
dar;  durch  die  beiden  letzten  Gleichungen  (17)  wird  jedem 
Punkt  {x,y,  z)  dieser  charakteristischen  Kurve  ein  Flächen - 
Clement  {x,  y,  z,  p  ,  q)  zugeordnet;  die  00^  Flächenelemente, 
welche  durch  die  Gleichungen  (17)  dargestellt  werden,  bilden 
einen  charakteristischen  Streifen. 

Von  jedem  nicht  singulären  Flächenelement 
(j^o ,  ;i/o »  «0  5  2^0  5  ?o)  ?  welches  der  Gleichung  F  =  0  ge- 
nügt,  geht  eine   und  nur  eine  Charakteristik  aus. 

Die  Differentialgleichungen  (15)  besitzen  das  Integral 

F{x ,  y  ,  z ,  p  ,  q)  =  konst., 
denn  es  ist 


dF^ 

du 


xi^  +  r^" 


au  du 


du  du 

XP  +  YQ  +  Z{pP  +  qQ) 
-F{X  +  pZ)-Q{Y 


dq 

du 


qZ)  =  0 


*)  Wäre  das  Flächenelement  (.r^.  ....  cjf)  singulär.  so  würden 
sämtliche  Ableitungen  von  x,  . ..,  q  nach  n  zufolge  (15)  für  u  =  0 
verschwinden;  demnach  wären  die  Ausdrücke  (17)  von  w  unabhängig. 
**)  Vgl.  ..Gewöhnl.  Differentialgl.'',  §  5. 
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Genügen    also    die    zu    u  =  0    fjehörigen   Werte    r  -  .r„ , 
y  =  yoj  «  =  2:0 ,  p  =Pc,,  q  =  qo  der  Bedingung  • 

Fixo  ,  yo,  -0,  Po,  9o)  =  0  , 

so     ist     längs     des     ganzen     von     dem     Flächenelement 

{xq  ,  2/0  j  !2^o  >  Z'o  j  ?o)  ausgehenden  charakteristischen  Streifens 

F{(ic,  y,  z,  p,  q)  =  0  . 

In  den  Gleichungen  eines  charakteristischen  Streifens 
sind  die  zum  Wert  x  =  occ,  gehörigen  Werte  2/0  >  ^^o  ,  Po »  3o  » 
zwischen  welchen  die  Gleichung  F{Xq  ,  i/o ,  Zqi  Po  1  Qo)  =  ^ 
besteht,  als  willkürliche  Konstante  anzusehen.  Demnach 
sind  drei  willkürliche  Konstante  vorhanden,  so  daß  die 
Gleichungen  (17)  cx;.^  charakteristische  Streifen  darstellen. 
Im  allgemeinen  hängen  auch  die  Funktionen  (f^ ,  ff^ ,  93 
von  drei  willkürlichen  Konstanten  ab,  so  daß  durch  die 
drei  ersten  Gleichungen  (17)  oo^  charakteristische  Kurven 
dargestellt  werden  und  jeder  charakteristischen  Kurve  ein 
einziger  charakteristischer  Streifen  entspricht. 

§  11.    Integration  der  partiellen  DilFereutialgleicLuug 
erster  Ordnung  Termittels  der  Charakteristiken*). 

Die  Gleichungen 

'^0  =  fM  j     y«  =  fo{v) »     ^0  =  AH  1 


(18) 

mit  dem  veränderlichen  Parameter  v  stellen  einen  Streifen 
von  Flächenelementen  {X(, ,  y^^ ,  ^^ »  Po »  Qo)  dar,  wenn  ver- 
möge (18) 

d  Zo  =  Po  d  X,,  -hgod  //^ 

ist.     Der  Streifen  möge  überdies  der  Gleichung 

-^(^oj  2/ü»  -0,  Po,  Qo)  =  0 

genügen.  Jedes  Flächenelement  (x ,  y  ,  z  ,  p  ,  q)  der  von 
dem  Element  (ir^ ,  ?/o ,  -0  >  Po  >  9o^  ausgehenden  Charak- 
teristik (17)  genügt  dann  der  Gleichung 

F{x,  y,z,p,q)  =  0. 
•)  Integrationsmethode  von  Cauohy. 


}?  11.     Integration  vermittele  der  (Charakteristiken. 
Die  Gleichungen 

(19) 


4!) 


stellen  eine  Mannigfaltigkeit  von  Fläclienelementen  (x ,  i/ , 
z  y  p  ,  q)  dar,  welche  sämtlich  der  Gleichung 

F{x,  y,  s,  p,  q)  =  0 

genügen.      Die   Mannigfaltigkeit    (19)    ist    dann    und    nur 
dann  zweifach,  wenn  von  den  aus  dem  Schema 


ex 

du   ' 

du  ' 

cz 
du' 

fp 

du   ' 

du 

6x 

^y 

dz 

dp 

dq 

dv   ' 

dv   ' 

dv   ' 

dv   ' 

dv 

gebildeten  Determinanten  zweiten  Grades  mindestens  eine 
nicht  identisch  in  u  und  v  verschwindet.  Auf  Grund  der 
Differentialgleichungen  (15)  ist 


dx 
du 

dp 


P, 


c  y 
du 


oz 


(  u 


=  -{X^-pZ), 
0 


du 
also  hat  man  für  u  = 

dx  dy 


51 
du 


Qo, 


oz 
du 


dp 
du 


(Zo  +  PoZ,,)  , 


du 


=  pP~.    qQ  , 


(1^+3^); 


Po  Po  +  gn  ^0  , 


(Yo  +  ^o^o), 


wo  unter  Xq  ,  Yq  ,  Zq,  P^,  ,  ^o  die  Werte  von  X ,  Y,  Z  , 


P,  Q   für   X 


y  =  yo,  2;  =  «0 j  p  -Po 


ffo    ver- 


standen sind.     Für  w  =  0  reduzieren   sich   x  ,  y  ,  z ,  p  ,  q 
auf  Xq  ,  ^0 ,  Zq,  Pq,  g^  ,  so  daß  man  hat: 

dx  _  üXq  dq        dq^ 

dv        dv  '  '        dv        dv  ' 
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Die  Gleichungen  (19)  stellen  also  sicher  dann  oc-  Flächeu- 
elemente  dar,  wenn  von  den  aus  dem  Schema 


dXf) 
dv 


dv 


dz^ 
dv 


dpo 
dv 


dv 


l\s  ,      Qu  ,      V^Po  +  QoQu  ,     " i^^u -\-PoZo)  ,     - ( ^0  +  qo Z^) 
gebildeten  Determinanten  zweiten  Grades  mindestens  eine 
nicht  identisch  in  v  verschwindet,   mit  anderen  Worten, 
wenn  nicht  sämtliche  Gleichungen 


dx, 


dz,. 


dpo 


dqo 


=  ^_ ._ 

Po         Qo        Po  Po  +  ?o  Qo  ^0  +  Po  Zq  Yo  +  qo  ^o 

bestehen,  d.  h.  wenn  die  Gleichungen  (18)  keine  Charak- 
teristik der  partiellen  Differentialgleichung  (A)  darstellen. 

Sind  (18)  die  Gleichungen  eines  charakteristischen 
Streifens,  so  fällt  die  von  einem  Element  {otq  ,  y^^ ,  z^^ ,  j)o  ■,  q,>) 
dieses  Streifens  ausgehende  Charakteristik  mit  dem  Strei- 
fen (18)  zusammen,  so  daß  die  Gleichungen  (19)  nur  -v' 
Flächenelemente  darstellen. 

Machen  wir  die  Voraussetzung,  daß  der  Ausdruck 


äVo 
dv 


^'  dv 


für  die  Werte  (18)  nicht  identisch  verschwindet*),  so  stellen 
die  drei  ersten  Gleichungen  (19)  eine  Fläche  dar.  Ist  der 
Ausdruck 


dv 

dxo 
'  dv  ~ 

Po 
dxQ 
dv 

,     Qo 
dyo 

'      dv 

J 

welcher  den  Wert  der  Funktionaldeterminante 

dx         c  y 

du  '      du 

dx 
dv  ' 

dy 

cv 

*)  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  Existenz  einer  durch 
die  Kurve  x„  =  f\{v) ,  i/o  =  f-A'')  >  *o  = /äl'')  gehenden  Integral- 
Häohe  in  j^  9  bewiesen.  A'gl.  die  unten  behandelten  Fülle,  in 
welchen  diese  Voraussetzunij  nicht  erfüllt  ist  (IntegralflJlche. 
welche  durch  eine  Integralkurve  geht:  Integralkonoidl. 
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für  u  =  0  darstellt,  für  v  ^  a  von  Null  verschieden,  so 
lassen  sieb  vermittels  der  beiden  ersten  Gleichungen  (19) 
u  und  V  als  Funktionen  von  x,  y  darstellen,  welche  in 
der  Umgebung  von  x  =  ^q  =  f\{(\) ,  y  =  '/o  =  AC«*)  regulär 
sind*).  Setzt  man  diese  Funktionen  in  die  dritte  Glei- 
chung (19)  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung 

z  =  ^{x,  y), 

wo  0(a7 ,  y)  eine  in  der  Umgebung  von  a?  =  ^o  >  V  =  Vo 
reguläre  Funktion  darstellt. 

Daß  alle  durch  die  Gleichungen  (19)  dargestellten 
Flächenelemente  {x ,  y,  z,  p,  q)  die  Gleichung  (A)  er- 
füllen, steht  bereits  fest;  wir  zeigen,  daß  auf  Grund  der 
Gleichungen  (19)  die  Gleichung 

dz  ^  p dx  -\-  qdy 
besteht,  welche  in  die  beiden  Gleichungen 
6z  ex    ,      cy 

-^r—  =  p \-  q-;A-   , 

cu  cu  cu 

dz  ex    ,       cy 

ov  cv  öv 

zerfällt. 

Nehmen  wir  diesen  Nachweis  einstweilen  als  geführt 
au,  so  liegen  folgende  Möglichkeiten  vor. 

Wenn  die  durch  die  Gleichungen  (19)  dargestellten 
Flächenelemente  {x ,  y  ,  z ,  p  ,  q)  einer  Fläche  z  =  (P{x,  y) 
angehören,  so  ist 

cz  cz 

öx  cy 

und  es  besteht  die  Gleichung 

-r.(  6Z  SZ\ 

\    '  ^ '     ^    ex       cy) 

d.  h.  die  Fläche  z  =^  <I>{x ,  y)  ist  eine  Integralfläche  von  (A) . 

Entstehen  durch  Elimination  von  u ,  v  aus  den  drei 

ersten  Gleichungen  (19)  zwei  Gleichungen  zwischen  a?,  y,  2, 


*)  Die  Funktionen  x ,  y  von  u ,  v  nehmen  für  «  =  0  die  Werte 
/■,(«),  /!j(f).  also  für  w  =  0,  v  =  a  die  "Werte  /i(a) ,  /!,(«)  an. 
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welche  eine  Kurve  C  darstellen,  so  werden  durch  die 
sämtlichen  Gleichungen  (19)  immer  noch  oc-  Flächen - 
elemente  {x  ,  y  ,  z ,  p  ,  q)  dargestellt ;  die  Gleichung 

dz  =  p  dx  -\-  qdy 

sagt  aus,  daß  die  Ebene 

C-  z  =  p{^-cc)-^q{7]  -ij) 

die  Tangente  der  Kurve  C  enthält,  so  daß  jedes  durch 
(19)  dargestellte  Element  aus  einem  Punkt  der  Kurve  C 
und  einer  durch  die  Tangente  der  Kurve  in  diesem  Punkt 
gehenden  Ebene  besteht. 

Ergeben  sich  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  (19) 
drei  Eelationen  zwischen  x ,  y  ,  z ,  so  haben  wir  konstante 
Werte 

X  =  Xq  ,  ?/  =^  ?/o  J  -^  ^^  ~i>  ? 

so  daß  die  Eelation 

dz  =  pdx  -r  qdy 

durch  alle  Werte  von  p ,  q  erfüllt  ist.  Die  durch  die 
Gleichungen  (19)  dargestellten  oc'^  Elemente  bestehen  aus 
dem  Punkt  {x^ ,  i/o  >  ^o)  ^^^  einer  beliebigen  durch  ihn 
gehenden  Ebene. 

Wir  verstehen  mit  Lie  unter  einem  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  (A)  jede  zweifache 
Mannigfaltigkeit  von  Flächenelementen  (.r,  y,  z, 
p,  q) ,   welche   der  Gleichung  (A)   und   der  Eelation 

dz  =  p  dx  -t  qdy 

genügen.  Durch  diese  Verallgemeinerung  des  Integral- 
begriffs  werden  die  zuletzt  erwähnten  Ausnahmefälle  in 
die  Theorie  einbezogen  *). 

Der  versprochene  Nachweis  kann  folgendermaßen  ge- 
führt werden.    Da  die  Gleichungen  (19),  wenn  man  v  als 


*)  Wir  werden  uns  allerdings  künftig  wieder  auf  Integral- 
flachen  beschränken,  indem  wir  in  betreff  der  Lieschen  Auffassung 
der  Integration  der  partiellen  DiiTerentialgleiehungen  ei-ster  Ord- 
nung mit  zwei  unabhiingigen  Veränderlichen  auf  den  dritten  Ab- 
schnitt des  Werkes  verweisen:  Lie-fc^clieffers.  Oeonietrie  der 
Berührungstransformationen.  Leipzig  189t!. 
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konstant  ansieht,  eine  Charakteristik  darstellen,  so  ist 
nach  (15) 

du  '  CM  OM 

also 

cz  ox  dy 

^  du  du  du 

Um  nachzuweisen,  daß  die  Gleichungen  (19)  ein  Integial 
der  partiellen  Differentialgleichung  (A)  darstellen,  haben 
wir  nur  noch  zu  zeigen,  daß 

21  ^^  =  p-:^  +  q-^ 

^     '  cv  c  V  c  V 

ist   oder  daß  der  Ausdruck 

cz  dx  dy 

V=- V- q-::— 

cv  cv  cv 

verschwindet. 

Es  ist 

cV  d-z  c^x  c^ij  ip    ex         ^q    (>y 

du        ducv  ducü  ducv        cu    dv        cu   Sv 

oder,  weil 

C'Z  cp    dx    ,    cff    elf     ,  c-x      ,         c-y 

-     "^  -1-  -^  V-  +  i^  - — ^  +  3  TT 


ist. 


cudv        cv    cu        dv    du  cucv  du  dv 

cV        cp    ex    I  eq    cy        cp    ex        cq    dy 
du        cv    cu        cv    cu        du    dv        du   cv 


mit  Eücksichf  auf  die  Differentialgleichungen  (15)  hat  man 
cu  cv  cv  cv  dv 

dv  dv  cv  dv 


„j     dx  du 

\    dv  cv 
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Die    Differentiation    der    Gleicliung   F(x ,  y  ,  z ,  p  ,  q)  =  0 
nach  V  ergibt 


X^  +  J^  +  P^  +  Q^^-Z^^; 
cv  cv  dv  cv  cv 


also  ist 
oder 


ev 

du 


cz  ex 

—  Z{- p- q 

cv 


dv 


dv) 


ev 

du 


^-ZY 


Integriert  man  bei  konstantem  v  nach  u ,   so   erhält  man 


IZdu 


V=V,e 


wenn 


^'  ~  dv       ^'  dv       ^'  dv 


den  zu  u  =  0  gehörigen  Wert  von  V  darstellt.  Da  der 
Streifen  (18)  die  Bedingung  F^  =  0  erfüllt,  so  ist  auch 
7  =  0,  w.  z.  b.  w. 

Wir  haben  demnach  den  Satz: 

Es  sei  ein  Streifen 

gegeben,  welcher  nicht  nur  die  Bedingung 

dzo  =  Pq  da-Q  -t-  5o  dy^^ 
erfüllt,  sondern  auch  der  Gleichung 

genügt,  aber  kein  charakteristischer  Streifen  von 
(A)  ist.  Dann  bilden  die  von  den  Flächenelemen- 
ten {Xy^ ,  ...,  q^^)  des  Streifens  ausgehenden  Charak- 
teristiken ein  Integral  der  ])artiellen  Differential- 
gleichung (A)  mit  den  Gleichungen 

x=  q-\{u,  f\{v),  .  .  .,  fr,{l 
V  =  TMJ\{i'),  ■  ■  ■,  f:A 

2  =  r5(«^/'lO'),    •••>   /5( 
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Demnach  ist  die  lutegratioii  der  partiellen  Differential - 
gleicliung  erster  Ordnung  (A)  auf  die  Integration  des  Systems 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  (15)  oder  (IG)  zurück- 
geführt. 

Wir  können  nun  auch  die  Integralfläche  be- 
stimmen, welche  durch  eine  gegebene  Kurve  geht. 

Die  Gleichungen  der  Kurve  seien 

(22)  Xo  =  fi{v)  ,     y,,  =  t'Av)  ,     -0  --  t'Av)  ; 

unter  f\ ,  f.^ ,  f.^  sind  analytische  Funktionen  von  v  ver- 
standen, welche  sich  in  der  Umgebung  von  i;  =  a  regulär 
verhalten.     Aus  den  Gleichungen 


(23) 


dv    "^^  dv"'''^'   dv' 


berechnen  sich  die  in  der  Umgebung  von  v  ==  oc  regulären 
Funktionen 

vorausgesetzt,  daß  sich  für  v  =  (x  aus  den  Gleichungen  (23) 
Werte  Po  =  f.i{^)j  ö'o  =  /ö('^)  ergeben,  für  welche  die 
Determinante 

dy^  dxp 

dv  dv 

von  Null  verschieden  ist  *).  Wir  haben  so  längs  der  Kurve  (22) 
den  der  Gleichung 

genügenden  Streifen 

Die    von    den    Elementen    dieses    Streifens    ausgehenden 
charakteristischen   Kurven   bilden   die   gesuchte   Integral- 
fläche, deren  Gleichung  wie  oben  aufgestellt  wird. 
Liegt  die  gegebene  Kurve 

(-^)  ^u  ==  ^0 ,    ^0  =  9'{yo) , 

wo  ly  eine  Konstante  und  <p(^o)  ^ine  in  der  Umgebung 
von  2/o  =  Vo  reguläre  Funktion  darstellt,  in  einer  zur  y  z- 

*)  Vgl.  die  FufBuote  auf  S.  50. 
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Ebene  parallelen  Ebene,  so  ist  v  durch  r/^,  zu  ersetzen; 
die  zweite  Gleichung  (23)  ergibt 

(20)  So  =  v'iyo)  j 

und  Pft  wird,  wenn  P(,  von  IfuU  verschieden  ist,  durcli 
die  Gleichung 

(26)  i^(4  ,  ?/„  ,  <p{ifo) ,  Po  ,  '■/''(2/0))  =-  ^ 

als  Funktion  von  i/^  bestimmt.     Die  Gleichungen 
■  x  =  cpi{u,  tQ  ,  I/o  ,  95(^/0) ,  />„  ,  '-/^^'(f/o))  , 

(27)  l  y  =  (p2{u, ,  v'iyo))  j 

2;  =  903(1*, ,  «^'(^o)) 

mit  den  unabhängigen  Veränderlichen  u  und  y^  stellen 
die  durch  die  Kurve  (24)  gehende  Integralfläche  dar. 
Für  w  =  0 ,  ?/o  =  »?o  ^st' 


-P„ 


der  Voraussetzung  nach  von  Null  verschieden.  Die  beiden 
ersten  Gleichungen  (27)  ergeben  also  u  und  ijf,  als  Funk- 
tionen von  X  und  y ,  welche  in  der  Umgebung  von 
oo=^^Q,  y  =  rjQ  regulär  sind,  und  durch  Einsetzen  dieser 
Ausdrücke  in  die  dritte  Gleichung  (27)  erhält  man  z  als 
Funktion  von  x ,  y ,  welche  sich  bei  x  =  t(,,  y  =  »/o 
regulär  verhält*). 

Sind  in  den  Gleichungen  (18)  X(^ ,  //o .  -„  von  v  un- 
abhängig, so  ist  die  Gleichung 

dzQ  =  Pq  dX(,  -f  q,,  dy^, 

von  selbst  erfüllt.  Wir  haben  in  dem  gegebenen  Punkt 
K)  ^0)  '^o)  ^^  Flächenelementc  (.ro,  j/oj  ^-q,  po»  9o)»  welche 
der  Gleichung 

F{x^, ,  .Vo  ,  -o ,  Po  »  Qi>)  =  0 

*)  Die  Existenz  einer  diirch  eine  gegebene  Kurve  gehenden 
Integrallläche  der  partiellen  Ditferenliiilgleieliung  (A)  ist  im  gegen- 
wilrtigen  rar:igr.i]ihen  iinabliiiniriy  von  §  8  luid  <}  9  von  neuem 
liewiesen. 


6x 

du  ' 

du 

Po 

^0 

6x 

'  0, 

1 
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genügen  und  einen  Elementarkegel  bestimmen.  Die  bis- 
herigen Betrachtungen  bleiben  im  wesentlichen  bestehen. 
Die  von  den  genannten  oc^  Flächenelementen  ausgehenden 
Charakteristiken  bilden  ein  Integral  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (A)  und  zwar  im  allgemeinen  eine  Integral- 
fläche,  das  jjlntcg'ralkonoid"   mit  der  Spitze  (x^  ,  y^  ,  2;„) . 

Wir  heben  noch  folgende  Eigenschaften  der  Charak- 
teristiken der  partiellen  Differentialgleichung  (A)  hervor. 

Jede  Integralfläche  mit  dem  nicht  singulären 
Flächenelement  {x^) ,  //(, ,  Zo  i  Po  j  Qo)  enthält  die  von 
diesem  Flächenelement  ausgehende  Charakte- 
ristik. 

Die  Integralfläche 

z==0{x,  y) 
wird  von  der  Ebene  x  =^  Xq  in  der  Kurve 

X  =  x^,,     z  =  0{xq  ,  y) 

geschnitten.  Von  denjenigen  oo^  Elementen  der  Fläche 
z  =  <P{x,  y),  welche  den  Punkten  dieser  Kurve  zugehören 
[und  worunter  sich  auch  das  Flächenelement  {xq  ,  .  ..,  ^q) 
befindet],  gehen  oo^  Charakteristiken  aus,  welche  eine 
Integi'alfläche  bilden  und  zwar,  da  durch  die  Kurve  nur 
eine  Integralfläche  geht,  genau  die  Fläche  z  =  0{x,y). 
Diese  Fläche  enthält  die  von  dem  Element  {x^) ,  .  .  . ,  g'o) 
ausgehende  Charakteristik. 

Die  Kurve 
(28)  ,  x  =  Xq  ,     z  =  cp{y) 

berührt  das  Flächenelement  (.r^,,  y^,  Zq,  p^,  Qq),  wenn  (p{y) 
eine  beliebige  analytische  Funktion  von  y  ist,  welche  die 
Bedingungen 

erfüllt.  Die  durch  die  Kurve  (28)  bestimmte  Integral- 
fläche z  ==  0{x ,  y)  enthält  die  Charakteristik,  welche  von 
dem  Element  (j^  ,•'■•,%)  ausgeht.  Die  Koeffizienten  der 
Potenzreihe  cp{y)  können  willkürlich  gewählt  werden,  wenn 
nur  die  Bedingungen  für  die  Konvergenz  erfüllt  sind. 
Es  gilt  also  der  Satz: 

Längs  einer  gegebenen  Charakteristik  berühren 
sich  unendlich  viele  Integralflächen,   welche  von 


(29) 
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unendlich  vielen  willkürlichen  Konstanten  ab- 
hängen. 

Ein  charakteristischer  Streifen  war  in  §  10  eingeführt 
als  ein  Streifen,  welcher  die  Gleichung 

dx       dy 

befriedigt  und  einer  Integralfläche  angehört,  die  sich  iu 
der  Nähe  der  Punkte  des  Streifens  regulär  ver- 
hält. Läßt  man  die  letzte  Bedingung  fallen,  so  bleiben 
nur  die  Gleichungen 

dx        dy 

dz  =  y  dx  -\-  qdy  , 

\  F{x,  y ,  z,p,  q)  =  0 

bestehen.  Im  allgemeinen  erhält  man  durch  Elimination 
von  p  und  q  aus  diesen  drei  Gleichungen  eine  Differential- 
gleichung von  der  Form 

Jede  dieser  Gleichung  genügende  Kurve,  welche  keine 
charakteristische  Kurve  ist,  wird  eine  Integralkurve 
der  Differentialgleichung  (A)  genannt.  Xachdem  für  // 
eine  beliebige  Funktion  von  x  gesetzt  ist,  hat  man  zur 
Bestimmung  von  z  als  Funktion  von  x  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung. 

Jedem  Punkt  {x ,  y ,  z)  einer  (nicht  charakteristischeu) 
Integralkurve  wird  ein  den  Gleichungen  (8)  genügendes 
Wertepaar  p,  q  zugeordnet.  Von  jedem  Element  (.c,  y, 
z ,  p  ,  q)  des  so  erhalteneu  Streifens  geht  eine  charakte- 
ristische Kurve  aus;  diese  charakteristischen  Kurven  bilden 
eine  Integralfläche  der  partiellen  Differentialgleichung.  Für 
die  IntegTalkurve  und  für  die  charakteristische  Kurve, 
welche  das  Flächenelement  {x ,  // ,  z ,  p  .  q)  gemeinsam 
haben,  gelten  die  Gleichungen 

dx        dy  ,  ,     ,       , 
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für  die  beiden  Kurven  stimmen  also  im  Punkt  (x ,  y ,  z) 
die  Werte  dx:dy  :  dz  überein.  Die  Integralkurve  wird 
also  von  sämtlichen  charakteristischen  Kurven, 
welche  die  durch  sie  hindurchgehende  Integral- 
fläche bilden,  berührt.  Die  Integralkurve,  welche  hier- 
nach als  Rückkehrkante  einer  Integralfläche  erscheint,  ist 
eine  singulare  Linie  dieser  Fläche. 

Als    Beispiel    für    die    Cauchysche    Integrations- 
methode diene  die  Differentialgleichung 

(oc)  f  q  —  xy  ^  0  , 

Die  Differentialgleichungen  der  Charakteristiken  sind  nach 

(16) 

dx       dy  dz  dp        dq 

q  p  2p q         y  x 

oder  mit  Rücksicht  auf  (a) 

p  dx  ^  q dy  ^  l- dz  =  X  dp  =  y  dq  . 
Aus 


folgt 

iß) 

wo  die  Integrationskonstanten  die  Bedingung 

Po  Qo  =  ^0  II 0 

erfüllen.     Weiter  ist 

dz  =  2pdx  =  2qdy 


dp 

dx 

dq        dy 

V 

X    ' 

2        y 

V 

X 

^       y 

Po 

Xq 

üo      yo 

oder 


oder 


äz  =  ^Axdx==-^ydy 
^0  2/o 


ir)  z-z,==^^(x^-x^==f^(y^-y-). 

•^0  Vo 

Die  Gleichungen  (ß)  und  {y)  stellen  die  Charakteristiken  dar. 
Um   die  Integralfläche  zu  bestimmen,  welche  durch 
die  gegebene  Kurve 

i»o  =-  ^0  =  konst.,     2-0  =  (Piyo) 
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geht,    setzen   wir  in  den  Charakteristikengleichungen   (;') 
nach  (25)  und  (26) 

%  =  ^  (2/ü)  j       W  =  — ; —  =  —rr^  ' 

wir  erhalten  so  die  Gleichungen 


9^(2/0) 


2/0 


(^^  -  lö) 


aus  welchen  ?/fj  zu  eliminieren  ist*) 


y'(yo) 

2/0 


(2/-  -  2/0)  , 


§  12.     Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnimg. 

Wir    wenden    die   bisherigen   Betrachtungen    auf    die 
lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(31)  |(a; ,  2/ ,  2)  2?  +  »/  G^ ,  ?/  ,  «)  9  =  t(a? ,  1/ ,  z) 

an,  wo  I,  jy ,  'Q  analytische  Funktionen  von  x^y. 
Setzt  man 

F{x,  y,  z,p,  q)=-  ^p  +  vq-  C  , 
so  ist 

P 


sind**). 


ßp 


S    J 


Q  =  -^—  =  V 
cq 


Die  in  §  10  aufgestellten  Differentialgleichungen  der  Cha- 
rakteristiken vereinfachen  sich  hier.  Für  die  Elemente 
einer  Charakteristik,  welche  der  Differentialgleichung  ge- 
nügen, ist  r>    ,       /i  -    , 

Die  drei  ersten  Differentialgleichungen  (15)  schreiben  sich 
jetzt 

H^ ,  y ,  ^) , 


(32) 


dx 
du 

dy 
du 

dz 
du 


=  >]i^,  y ,  z) , 
=  C{x,  y ,  z) 


*)  Die  Cauchysche  Integrationsmethode  läßt  sich  ohne  neue 
Schwierigkeiten  für  eine  partielle  DilTerontialgloichune  erster  Ord- 
nung mit  beliebig  vielen  unabliängig»>n  Ver.-inderliclien  darstellen. 
**)   Vgl.  die  Behandlung  der  linearen  partiellen  Ditferential- 
gleichung  erster  Ordnung  mit  yi  unabhängigen  Veränderlichen  in  §4. 


§  12.  Die.  lineare  Dift'orcntialKleichun.^  erster  Ortlimng.  (W 
oder 

^{x,  y  ,  z)        7]{x,  y,z)         C{x  ,  y  ,  z) 

sie  können,  da  sie  von  p  ,  q  unabhängig  sind,  ohne  Eück- 
sicht  auf  die  beiden  letzten  Differentialgleichungen  (15) 
integriert  werden.  Ist  x  =  Xq  ^  y  =  yQ  ,  z  ==  z^^  ein  Wert- 
system ,  für  welches  die  drei  Funktionen  | ,  j;  ,  C  nicht 
sämtlich  verschwinden  und  in  dessen  Umgebung  sie  sich 
regulär  verhalten,  so  ist  eine  und  nur  eine  analytische 
Lösung 

X  =  (pl\U  ^   Xq  ,   7/0  ,   Z^^)  , 

G^-1)  I  y  =  (p^^{u,Xq,  .?/o,  ^ü)  > 

z  =  (fi,{u,  a^o,  ?/o,  2^0) 

der  Differentialgleichungen  (32)  vorhanden,  welche  die 
Bedingung  erfüllt: 

a?  =  a^o  ,  y  =  yo  ,  z  =  Zf,  für  u  =  i)  . 
Mit  anderen  Worten,  durch  den  nicht  singulären  Punkt 
(•'^0  j  2/0  >  ^0)  S'ßlit  eine  und  nur  eine  charakteristische 
Kurve  (34)  der  Differentialgleichung  (31).  Da  man  die 
zu  X  =  Xq  gehörigen  Werte  7/0  und  z^^  als  willkürliche  Kon- 
stante ansehen  kann,  so  sind  oc-  charakteristische  Kurven 
vorhanden. 

Jeder  charakteristischen  Kurve  entsprechen  jetzt  oc' 
charakteristische  Streifen,  denn  die  beiden  letzten  Diffe- 
rentialgleichungen (15)  nehmen,  wenn  man  für  x,  y,  z  die 
Ausdrücke  (34)  mit  festen  Werten  von  x^^ ,  7/,, ,  z^^  einsetzt, 
die  Form  an: 

dp  dq 

integriert  man  sie  mit  der  Maßgabe,  daß  für  u  =  0  p  ^  Po-, 
q  ^  q^  sein  soll,  während  zwischen  Pq  und  q^  die  Beziehung 

^(«0  >  2/0  ,  «0)  Vo  +  V  (^0  >  ?/o  ,  ^0)  Qo  =  C(^o  ,  Vo  5  ■2'o) 

besteht,  so  erhält  man  p  ,  q  als  Funktionen  von  u  mit 
einer  willkürlichen  Konstanten. 

Durch  eine  Kurve,  welche  nicht  zu  den  charakteristi- 
schen gehört,  ist  wie  in  §  11  ein  der  Differentialgleichung 
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genügender  Streifen  von  Flächenelementen  bestimmt.  Die 
Integralfläehe.  welche  die  von  den  Elementen  des  iStreifens 
ausgehenden  Charakteristiken  bilden,  ist  hier  nichts  anderes 
als  die  Fläche,  welche  aus  den  von  den  Punkten  der  ge- 
gebenen Kurve  ausgehenden  charakteristischen  Kurven 
besteht.     Es  gilt  also  der  Satz: 

Die  charakteristischen  Kurven,  welche  von  den  Punkten 
einer  beliebigen  nicht  charakteristischen  Kurve  ausgehen, 
bilden  eine  Integralfläche  der  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichung (31). 

Die  durch  die  Kurve 

^0  =  fM  ,     Vo  =  fi  (y)  j     ^0  =  /'s  (^') 

bestimmte  Integralfläche  wird,  nachdem  die  Differential- 
gleichungen (32)  der  Charakteristiken  in  der  Form  (34) 
integriert  sind,  durch  die  Gleichungen  dargestellt: 

x=^cp^{u,  f^{v),  f^{v),  f^{v))  , 

^  =  ^3  («*  j  fi{v) ,  A  (^) ,  A(^'))  • 
Sind  die  charakteristischen  Kurven  durch  die  Gleichungen 

F^ioc,  y,z)  =  G,,    F,{x,  y,z)  =  G._ 

mit  den  willkürlichen  Konstanten  Cj ,  C,  dargestellt,  so 
stellt  die  Gleichung 

<HF,{x,  y,z),F,{x,y,z))  =  0 

mit  der  willkürlichen  Funktion  0  eine  aus  oo^  charakte- 
ristischen Kurven  bestehende  Fläche,  d.  h.  eine  Integral- 
fläche der  Differentialgleichung  (31)  dar.  Diese  Fläche 
geht  durch  die  gegebene  Kurve 

«  =  fiiv) ,    y  -  A (y) ,    z  =  t\ {v) , 

wenn  man  die  Funktion  <P  so  bestimmt,  daß  die  Gleichung 

nF^[f\{v),  ...],F,[f\{v)^  •.•])=0 

identisch  in  v  erfüllt  ist. 

An  die  Stelle  des  Integralkonoids  mit  der  Spitze 
{Xq  ,  y„  ,  Zf)  tritt  hier  die  zweifache  ^Mannigfaltigkeit  von 
Flächenelementen,   welche  aus   den   r*.'  Punkten  der  von 
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(a7o ,  7/„ ,  Zq)  ausgebeuden  charakteristischen  Kurve  und  den 
oo-  Ebenen  besteht,  welche  diese  Kurve  berühren. 

Beispiel  1.    Die  Differentialgleichung  der  Zy  linder - 
flächen. 

Die  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichung 

ap  -\-  h  q  =  1 

ergeben  sich  durch  Integration  der  Differentialgleichungen 
dx       dy       dz 
a          b  1 

in  der  Form 

X  —  az  =  Cy  ,     y  —  h z  =^  Co  ', 

es  sind  .parallele  gerade  Linien,  deren  Eichtungskosinus 
sich  wie  a:b:l  verhalten.  Jede  aus  oo^  solchen  Geraden 
bestehende  Zylinderfläche  stellt  eine  Integralfläche  dar; 
ihre  Gleichung  ist 

(p{x  —  az,  y  —  hz)  =  i)  , 

wo  <Z>  eine  willkürliche  Funktion  darstellt. 

Beispiel   2.     Die  Differentialgleichung  der  Kegel- 
flächen 

1}{x  —  a)  ^-  q{y  —  h)  ^  z  —  c 

hat  die  aus  den  Differentialgleichungen 
dx  dy  dz 

x—  a       2/  —  ö        z  —  c 

zu  bestimmenden  Charakteristiken 

Z  —  C  Z  —  C 

das  sind  gerade  Linien  durch  den  Punkt  (a ,  h ,  c).  Das 
allgemeine  Integral 


stellt  eine  Kegelfläche  mit  dem  Scheitel  {a ,  h  ,  c)  dar. 

Beispiel    3.      Die   Differentialgleichung   der   Rota- 
tionsflächen. 
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Die  Differentialgleichung 

py  —  qx  =  0 

bat  als  charakteristische  Kurven  die  aus  den  Differential- 
gleichungen 

ilx  dy        dz 

y  CD         0 

sich  ergebenden  oc-  Kreise 

x'^  -\-y-  =  Ci,     z=  C2  , 

deren  Ebenen  der  a? 2/ -Ebene  parallel  sind  und  deren  Mittel- 
punkte auf  der  0 -Achse  liegen.     Das  allgemeine  Integral 

0{x-'  +  y-,  ^)=0 

stellt  die  Rotationsflächen  dar,  deren  Rotationsachse  die 
2:-Achse  ist. 

^  13.    Der  Ort  der  ßückkehrpiiukle  der 
charakteristischen  Kurveu  *). 

Bisher   waren  die  (nur  ausnahmsweise  vorhandenen) 
singulären    Integrale    der    partiellen   Differentialgleichung 

(A)  F{x,y,z,p,q)^0 

ausgeschlossen,  d.  h.  diejenigen  IntegTale,  welche  die  Glei- 
chungen 

F  =  0,     P  =  0,     Q  =  0,     X-hpZ=^0,     Y  +  gZ-O 

befriedigen. 

Indem  man  p  und  q  aus  den  Gleichungen 

(35)  ^  =  0,     P  =  0,     (?  =  () 
ehminiert,  erhält  man  die  Gleichung 

(36)  R{x,  !i ,  z)  =  ()  , 

welche  nur  ausnahmsweise  eine  Integralfläche  von  (A)  dar- 
stellt; im  allgemeinen  bildet  die  Fläche  (36),  wie  wii-  zeigen 
werden,  den  Ort  der  Rückkehrpunkte  der  charakteristi- 
schen Kurven. 


*)  Zu  §  13  und  §  14  vgl.  Darboux,  Memoire  sur  les  solutiuns 
.singuliores  des  eciuations  aux  dörivöes  partielles  du  prämier  ordre 
(M»5m.  dos  sftvants  etrangers,  Bd.  27)- 
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Es  sei 

ein  den  drei  Gleichungen  (35)  genügendes  Flächenelement, 
also 

a;  =  a^o  >     y  =  yo,     ^  =  «0 

ein  Punkt  der  Fläche  (36).  Durch  eine  Koordinatentrans- 
formation sei  dieser  Punkt  in  den  Anfangspunkt  und  jenes 
Flächenelement  in  die  a;y- Ebene  verlegt;  wir  können  also 
voraussetzen,  daß  die  drei  Gleichungen  (35)  das  Flächen- 
element 

x  =  {)  ,     ?/  =  0,     2  =  0,     ?)  =  0,     g  =  0 

gemein  haben.  Die  Funktion  F  sei  in  der  Umgebung 
dieser  Werte  regulär,  so  daß  sie  sich  in  eine  Potenzreihe 
von  X,  y,  z,  p,  q  entwickeln  läßt,  in  welcher  das  konstante 
Glied  und ,  da  für  die  Nullwerte  der  Argumente  P  =  0 , 
Q  =  0  ist,  auch  die  Koeffizienten  von  p  und  q  verschwinden. 
Man  hat  also 

iF=ax+hyi-cz-\-p{a'x^Vy  +  c'z)-{-q{a"x  +  y'y  +  c''z) 
M  +iAp^-  +  Bpq  +  -lGq''^<p{x,y,z)+..., 

wo  (p{x ,  y ,  z)  eine  ganze  homogene  Funktion  zweiten 
Grades  von  x ,  y ,  z  ist  und  die  weggelassenen  Glieder 
mindestens  von  der  dritten  Dimension  in  bezug  auf  x ,  y , 
z ,  p  ,  q  sind.     Dann  ist 

P  =  a'x  -\-b'y  -^  c'z  +  Ap  +  Bq^  ...  , 

Q  =  a"x  +  V'y  +  c"2  +  -B  2>  +  C  g  +  . . . , 

Z  =  a  +  a>  -f  a"q  +  ~-  +  .  •  . , 
¥  =  &  +  &>+  V'q  +  1^  +  •  .  . , 

Z  =  c-\-c'p  +c''q+^+  .... 

dz 

Horu,  PartieUe  Differentialgleicbungen.  5 
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Die  Differentialgleichungen  (15)  der  Charakteristiken  sind, 
wenn  wir  rechts  jedesmal  die  Glieder  niedrigster  Dimension 
anschreiben: 


=  a'x  +  V  y  -\-  c'  z  -j-  Ap  -r  Bq—  .... 

=  a"x  +  h"y  +  c"z  ^By  +  Cq-^ 

=  'p  {a'x  -\-  h'y  +  c'z)  -|-  q{a" x  +  b"//  +  c" z) 
^  A'p^-  +  2B'pq-^Cq^  ^-  ..., 

=  —a+  .  .  ., 


dx 
du 

äy 
du 

dz 
(•^^)     1   du 

dp 
du 

du 

Um  die  von  dem  Flächenelement  x  =  0 ,  y  =  0 ,  s  =  Ü, 
p  =  0 ,  q  =  0  ausgehende  Charakteristik  zu  finden,  inte- 
grieren wir  die  Differentialgleichungen  (38)  unter  der  Vor- 
aussetzung, daß  Xj  y,  z,  p,  q  für  «=0  verschwinden. 
Dann  ergeben  sich  x ,  y  ,  z,  p  ,  q  als  Potenzreihen  von  u  , 
die  wir  nach  dem  Maclaurinschen  Satze  berechnen.  Zu- 
nächst ist*) 

dx' 

,du/o 


dy^\ 
dulo 


\du  'o 
Xdll/o  \duJ,^ 


ferner 


du~/o  \du/o  \du/o 

du^/o  Xdu.'o  Xdu/o 

du'-lo         ' 


Bb), 

C  b)  , 


*)   Unter   (v')o   wird   dir  Wert   der  Funktion    '-(u)   für    m 
verstanden. 
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also  hat  raan 

f  p  =  —au  +  •  •  •  j 

\  q  =  —öu  -]    ... 
und 

(39")  I  .2\  1         / 

^       ^  \  y  =  -l{Ba-^Cb)u'  +  ...; 

die  Einsetzung   dieser  Reihen    in   die  dritte  Differential- 
gleichung (38)  oder 

dz  dx    ,       dl/ 

ergibt 


qy  _L-    Q 

du  du    '      du 


4^  =  U  a2  -f  2  J5  a  &  +  C  52)  w^  +  •  •  • , 
du 

und  daraus  folgt 

(39'")  z^l{Aa'  +  2Bah-f-  Cb'')u^+  .... 

Ist  Aa  +  Bb  von  IS^ull  verschieden,  so  erhält  man 
durch  Elimination  von  u  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

(40)  y  =  (xx-\-  ...,     z  =  ßd  +  ... 

als  Gleichungen  derjenigen  charakteristischen  Kurve,  welche 
die  xy  -Ebene  im  Anfang.spunkt  x  =  y  =  z  =^  i)  berührt. 
Die  Form  der  Gleichungen  (40)  zeigt  aber,  daß  der  An- 
fangspunkt ein  Eückkehrpunkt  dieser  Kurve  ist. 

Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Die  durch  Elimination  von  p  und  q  aus  den 
drei  Gleichungen  ^"  =  0,  P  =  0,  Q  =  Q  entstehende 
Gleichung  R{x ,  y,  z)  =  0  stellt  im  allgemeinen  den 
Ort  der  Eückkehrpunkte  der  charakteristischen 
Kurven  der  partiellenDifferentialgleichung(A)  dar. 

§  14.     Eigenschaften  des  singnlären  Intf^grals. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  die  partielle  Differential- 
gleichung (A)  habe  eine  singulare  Lösung 

(41)  Z=<P{X,2J}, 
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welche  nicht  auch  der  Gleichung 

dF 
dz 

genügt.  Wir  suchen  diejenigen  charakteristischen  Kurven, 
welche  die  Fläche  z  =.<P{x,  y)  in  einem  gegebenen  Punkte 
berühren. 

Durch  die  Transformation 

z=  (p{x,  y)-Vz' 

wird  das  singulare  Integral  z  =  'P{x ,  y)  in  ein  singuläres 
Integral  z'  =  0  der  transformierten  Differentialgleichung 
übergeführt.  Wir  können  demnach  annehmen,  die  Diffe- 
rentialgleichung (A)  besitze  die  singulare  Lösung 

2  =  0  ; 

wir  fragen  nach  den  charakteristischen  Kurven,  welche 
die  Ebene  s  =  0  im  Punkte  o;  =  ir,,  >  11  =  2/o  >  -  =  0  be- 
rühren, oder  nach  den  Charakteristiken,  welche  von  dem 
Element 

«  =  a7o,    y  =  yo ,    z  =  0  ,    v  =  0  ,    g  =  0 

ausgehen.  Wenn  für  dieses  Element  Z  von  Null  ver- 
schieden ist,  läßt  sieh  die  Gleichung  (A)  auf  die  Form 

(42)  z  =  <p{ao,  y,p,  q) 

bringen,  wo  (p  in  der  Umgebung  von  x  =  X(,,  y  =  j/^  , 
p  =  0 ,  g  =  0  regulär  ist.  Für  jedes  Element  der  singu- 
lären  Integralfläche,  d.  h.  für 

z  =  0  ,     p  =  0  ,     g-0 

sind  die  drei  Gleichungen 

F  =  0,     P  =  0,     Q  =  0 
oder 

z  =  (p{x,  y,  p,  ü),     ^  =  ^'     '^^ 

dw       dm 
gleichzeitig  erfüllt;  daher  fehlen  in  q' ,   -;,     ,     ;^-    die  von 

cp      cq 

p  und  q  freien  Glieder,  so  daß  in  7   Glieder,  welche  in  p 
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und  q  von  geringerem  als  dem  zweiten  Grad  sind,  nicht 
vorkommen  können.     Wir  sehreiben 

(43)  <p  =  \Aif^  +  Bv(l  +  \Gq'+  ..., 

wo  die  weggelassenen  Glieder  in  beziig  auf  x  —  x^, 
y  ~  ?/o  1  P  1  Q  mindestens  vom  dritten  Grad,  in  bezug  auf 
■p ,  q  mindestens  vom  zweiten  Grad  sind.  Die  Differential- 
gleichungen der  Charakteristiken  schreiben  sich  hier,  wenn 
man  in  den  Formeln  (15) 

dt 
du 


setzt : 


(44) 


t-^  = 


dx 
It 
dy 
dt 
dp 
Jt 
dq 
~dt 


dp 


t 

=  Ap  +  Bq  + 
=  Bp-hGq  + 


i-J7  =  V 


Q.  - 


dq? 
dx 
dq) 
dy 


P-^ 


=  ü  + 


rechts  sind  die  weggelassenen  Glieder  in  bezug  auf  die 
vier  Veränderlichen  x ,  y ,  p  ,  q  mindestens  vom  zweiten 
Grad,  in  bezug  auf  p,  q  allein  in  den  beiden  ersten 
Gleichungen  mindestens  vom  ersten  Grad,  in  den  beiden 
letzten  mindestens  vom  zweiten  Grad. 
Setzt  man 

p  =  tp',     q  =  tq', 

so  gehen  diese  Differentialgleichungen  über  in 
^"^       Ap'+Bq'+..., 


(45) 


dt 

dy 
dt 

dp^ 
dt 
dq' 
dt 


=  Bp'+Cq'  + 
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wo  die  recliten  Seiten  Potenzreihen  von  t,  x,  y,  p',  q' 
sind.  Sind  die  Werte  cc ,  ß ,  welche  p' ,  q'  im  t  =  0  an- 
nehmen, beliebig  vorgeschrieben,  so  ergeben  sich  x,  y ,  p\  q' 
als  Potenzreihen  von  t .     Insbesondere  ist 


(46') 

ferner  ist 
(46") 

Aus 


x  =  Xq  +  {äoc  +  Bß)t+  . 
y  =  y,  +  {B(x-^Cß)t+  . 


{  p  =  Oi,t-\- 


folgt 

(46"0         z^i\Äoc-'-i-Bciß+  ICß-')  f'+  .... 

Da   die   Differentialgleichungen   (45)    ungeändert   bleiben. 

p'     q' 
wenn  man  t  durch  ht  und  gleichzeitig  p',  q'  durch  ^,  -|- 

h       h 

(X      8 
ersetzt,  so  können  auch  die  Konstanten  c^ ,  ß  durch  — ,  -^ 

h      h 

ersetzt  werden,  ohne  daß  die  Gleichungen  (46)  eine  andere 

Charakteristik  darstellen.     Wir  haben  demnach  oci  (von 

der  Konstanten  —  abhängige)    charakteristische  Kurven, 

P 
welche  die  singulare  Integralfläche  ;r  =  0  im  Punkt  x  =  x^^ , 
V  =  Hqi   is  =  0  berühren. 

Sind  Xq  ,  2/0  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Fläche  z  =  0,  so  stellen  die  Gleichungen  (46)  cc3  Cha- 
rakteristiken dar;  es  fragt  sich,  wie  wir  dieselben  zusammen- 
fassen müssen,  um  eine  Integralfläche  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung zu  erhalten. 

Setzt  man 

^2  dx  dy 

V  =  -^ —  p-^ 3^~  > 

cv  cv  ov 

wo  V  einen  Parameter  darstellt,  von  welchem  die  Größen 
^0  j  Vo  1  ''^  '•  ß  abhängen,  so  ergibt  sich  wie  in  $  11   (S.  53) 

du'   et  ~    ' 
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da,  wenn  die  partielle  Differentialgleichung  auf  die  Form 

F  =  (p{x,y  ,  p,  q)-z  =  0 

gebracht  wird,  Z  =  —\  ist.     Man  hat  also 

V=Ct, 
wo  G  den  Wert  von 


dp    ox    1    cq   dy 

cv    dt        dv    dt 

ex   dp 

dy    cq 

dv    dt 

dv    dt 

dt 

für  t  =  0  darstellt.  V  verschwindet  dann  und  nur  dann, 
wenn  0  =  0  ist.  Das  Verschwinden  von  V  ist  aber  die 
Bedingung  dafür,  daß  die  Charakteristiken  (46),  in  welchen 
^0 »  2/o  >  '"^  '•  ß  gegebene  Funktionen  von  v  sind,  eine  Inte- 
gralfläche darstellen. 
Nun  ist  für  t  =  0 

^y  _dyo  iP._n       -1^-n 


cx 
dt 

=  Ä^+Bß  , 

dx 

dv 

ÜXq 

dv  ' 

dv        dv    ^  dv  ^      dv 


also 


V     dv  dv  I 


Die  Gleichungen  (46')  und  (46'")  stellen  also  eine  Integral- 
fläche dar,  wenn  x^ ,  y^,  oc:  ß  Funktionen  von  v  sind, 
welche  die  Bedingung 

(47)  oc^  +  ß^  =  0 

dv  dv 

erfüllen. 

Sind  Xq,  2/0  konstant,  so  ist  die  Bedingung  (47)  er- 
füllt; die  Charakteristiken,  welche  die  singulare  Integral- 
fläche 2;  =  0  im  Punkt  x  =  X(^ ,  y  =  yo  ,  z  =  0  berühren, 
bilden  eine  Integralfläche. 

Ist  in  der  singulären  IntegraKläche  z  =  0  eine  ana- 
lytische Kurve 

(48)  ^o  =  fi{'v),     ^o  =  A(^) 


72      II-  Abschnitt.     Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

gegeben,  so  stellen  die  Gleichungen  (46)  mit  den  Para- 
metern V  und  a:ß  oo^  Charakteristiken  dar.  Oidnen  wir 
jedem  Wert  von  v  den  durch  die  Gleichung 

dv  dv 

definierten  Wert  oc :  ß  zu,  so  haben  wir  oo^  Charakteristiken, 
welche  eine  Integralfläche  bilden,  die  die  singulare  Integral - 
fläche  z  =  0  längs  der  gegebenen  Kurve  berührt.  Durch 
die  Kurve  (48)  gehen  demnach  zwei  Integralflächen,  welche 
sich  längs  dieser  Kurve  berühren,  nämlich  die  singidäre 
Integralfläche  und  die  auf  die  beschriebene  Weise  von 
den  Charakteristiken  gebildete  Fläche. 

Das  Ergebnis  dieses  Paragraphen  läßt  sich  in  den 
folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Besitzt  die  partielle  Differentialgleichung  (A) 

F{3c,y,z,p,q)  =  0 

ein  singuläres  Integral 

z  =  (P{x  ,  y)  , 

so  gehen  von  jedem  Element  {x^  ,  y^  ,  z^  ,  p^, ,  g^)  ^^^ 
Fläche  z  =  fp ,  in  welchem 

oz 

nicht  verschwindet,  oo^  Charakteristiken  aus*). 

Die  Differentialgleichung  (A)  besitzt  eine  lute- 
gralfläche,  welche  die  singulare  Integralflächo 
2=  0  in  dem  Punkt  {Xq,  i/o,  z^^)  berührt,  sowie  auch 
eine  lutegralfläche,  welche  die  Fläche  z=  0  längs 
einer  in  derselben  beliebig  gegebeneu  analytischen 
Kurve  berührt. 


*)  Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Funktion  ^  in  der  Um- 
gebung von  X  =  Xq,  y  =  y^  und  die  Funktion  F  in  der  Umgebung 
•K  ==  ^0  j  y  =  yo,  >!  =  ^0,  P  ^  i'o .  <1  =  Qo  regnlär  ist. 
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5;  15.     Vollständiijes  Integral*). 

Unter  einem    vollständigen   Integral   der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (A) 

F{x,  y,  z,  p,  q)=^0 

versteht    man    ein    von    zwei    willkürlichen    Kon 
stanten  a,  b  abhängiges  Integral 

(49)  z  =  <P{x,y,  a,  h)  , 

welches  so  beschaffen  ist,  daß  durch  Elimination 
der  Konstanten  a,  b  aus  der  Gleichung  (49)  und 
den  beiden  Gleichungen 


(50) 


P 


0  0 


0.=- 


cfp 
dy 


die  Gleichung  (A)  und  nur  diese  entsteht.  Legt 
man  den  Größen  a ,  b  feste  Werte  bei,  so  stellen  die  Glei- 
chungen (49)  und  (50)  zwischen  den  fünf  Größen  x,  y,  z,  p,  q 
oo2  Flächenelemente  (x,  y,  z,  p,  q)  dar;  läßt  man  dagegen 
a,  b  variieren,  so  werden  durch  die  Gleichungen  (49)  und  (50) 
oo^  Flächenelemente  dargestellt,  die  mit  den  oo^  Flächen- 
elementen {x ,  y ,  z ,  p  ,  q) ,  welche  der  Gleichung 

F{x,  y,  z,  p,  q)  =  0 

genügen,  identisch  sind. 

Ist  ein  vollständiges  Integral  (49)  gegeben,  so  ist  die 
zugehörige  partielle  Differentialgleichung  (A)  bestimmt. 
Man  erhält  sie  durch  Elimination  von  a ,  b  aus  der  Glei- 
chung (49)  und  den  beiden  Gleichungen  (50).  Wir  fassen 
p ,  q  als  Funktionen  von  a ,  b  auf  und  betrachten  die 
Funktionaldeterminante 


dp         dp 


da   ' 

dq 


db 
dq^ 
db 


6^0 


d^0 


dx  da  '  dxdb 
d^0  0^0 


dy  da  '  dy  db 


*)  Die  Paragraphen  15 — 17  enthalten  die  von  Lagrange  und 
Monge  begründete  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung. 
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Wären  die  Elemente  dieser  Determinante,  d.  h.  die 
partiellen  Ableitungen  von  p  und  q  nach  a  und  6 ,  sämt- 
lich Null,  so  wären  7)  und  q  von  a  und  h  unabhängig, 
also  nur  von  x  und  y  abhängig;  es  würden  also  zwei 
Gleichungen  zwischen  p  ,  q,  x ,  y  bestehen  und  nicht  nur. 
wie  vorausgesetzt  wurde,  die  eine  Gleichung  (A).  Wir 
haben  zwei  Fälle  zu  betrachten. 

1.  Die  Determinante  A  ist  von  Null  verschieden.  Dann 
ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (50)  a ,  b  als  Funktionen 
von  X ,  y ,  p  ,  q;  durch  Einsetzung  dieser  Werte  in  die 
Gleichung  (49)  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x ,  y . 
z,  p,  q,  in  der  z  nicht  fehlt,  d.  h.  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung. 

2.  Die  Determinante  A  verschwindet,  aber  nicht 
sämtliche  Elemente  dieser  Determinante.  Dann  besteht 
zwischen  p  und  q  eine  Eelation,  die  zwar  x ,  y  enthalten 
kann,  aber  von  a,  h  unabhängig  ist;  denn  zl  ist  die 
Funktionaldeterminante  von  p ,  q,  wenn  diese  Größen 
als  Funktionen  von  a ,  h  betrachtet  werden.    Ist  z.  B. 

dq  _    6^0 

db  6y dh 
von  Null  verschieden,  so  ergibt  sich  aus  der  zweiten  Glei- 
chung (50)  h  als  Funktion  von  q,  x ,  y ,  a ,  und  durch 
Einsetzung  dieses  Ausdrucks  in  die  erste  Gleichung  (50) 
erhält  man  p  als  Funktion  von  q,  x ,  y ,  welche  von  a 
unabhängig  ist.  Man  hat  also  eine  Gleichung  zwischen 
^5  2/ )  P  ?  2?  ^-  li-  ßiiiG  partielle  Differentialgleichung,  in 
welcher  z  nicht  vorkommt. 

Kennt  man  von  einer  partiellen  Differentialgleichung 

(51)  F{x,  y,  p,  q)^0  , 

in  welcher  z  nicht  explizit  vorkommt,  ein  Integral 
z  =  fp{x,y,  a), 

welches  nur  eine  willkürliche  Konstante  a ,  aber  die^sc 
nicht  additiv*)  enthält  und  so  beschaffen  ist,  daß  sich 
aus  den  Gleichungen 

cx  cy 

*)  Die  Konstante  a  wäre  in  '/•(■«•.  // ,  «)  additiv  enthalten, 
wenn  ^(j",  y ,  a)  —  a  von  a  unabhängig  wäre. 
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durch   Elimination    von  a  die  Gleichung  (51)    ergibt,    so 

stellt  der  Ausdruck 

(52)  z  =  ^{x,  y,  a)  +  h 

mit  den  willkürlichen  Konstanten  a ,  &  ein  vollständiges 
Integral  dar. 

Die  Existenz  eines  vollständigen  Integrals  von  (A) 
ergibt  sich  aus  dem  folgenden  Satze  (vgl.  §  8). 

Die  Funktion  F{x,  y  ,  z ,  p ,  q)  sei  in  der  Umgebung 

der  Stelle  x^  x^,  y  =  y^y,  z  =  Zq,  p  =  Po,  q^g[o  regulär; 

dF 
an  dieser  Stelle  sei  ^  =  0,  aber  ^^ —  von  Null  verschieden. 

dp 

Es  sei  eine  in  der  Umgebung  von  y  =  y^ ,  «  "=  «o  ?  ^  ^  ^(» 

reguläre  Funktion  (p{y,  a,  h)  gegeben ;  für  y  =  y^^  a  =  a^, 

&  =  6o  sei  , 

Dann  wird  die  partielle  Differentialgleichung  (A)  durch 
eine  analytische  Funktion  z  =  0{x ,  y,  a,  h)  befriedigt, 
welche  sich  in  der  Umgebung  von  x  =  Xq  ,  y  =  yo ,  a  =  «o » 
J)  =  1)q  regulär  verhält  und  für  x  =  Xq  in  die  gegebene 
Funktion  (f(y,  a,  b)  übergeht. 

Dieser  Satz  folgt  aus  dem  in  §  2  ausgesprochenen 
Existenztheorem  für  eine  partielle  Differentialgleichung 
mit  w  unabhängigen  Veränderlichen,  indem  man  außer 
X ,  y  auch  a ,  b  als  unabhängige  Veränderliche  betrachtet, 
während  F  weder  a ,  b  noch  die  partiellen  Ableitungen 
von  z  nach  a ,  b  enthält.    Nach  der  über  die  Funktion  9^ 

gemachten   Annahme    kann    -^ — ^-    nicht    identisch    ver- 

dy  db 

schwinden;   da  somit  nicht  alle  Elemente  der  oben   mit 

A    bezeichneten  Determinante    verschwinden,    so    ist    das 

Integral  s  =  (P  vollständig. 

Auch   das  Integralkonoid  mit  der  Spitze  (Xq  ,  y^ ,  Zq) 

stellt,    wenn  Xq  fest  ist,    yQ  =  a,  Z(^  =  b    als  willkürliche 

Konstante    aufgefaßt   werden,    ein    vollständiges   Integral 

dar*). 

*)  Für  die  lineare  Diffei-entialgleichung  artet  das  Integral- 
konoid aus  (§  12);  vollständige  Integi'ale  im  erweiterten  Lieschen 
Sinne,  welche  keine  Flächen  sind,  wollen  wir  jedoch  hier  nicht 
betrachten. 
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§  16.     Ableitung   des   allgemeinen   Integrals   und   der 

Charakteristiken,   sowie   des   singulären  Integrals   aus 

einem  vollständigen  Integral. 

Aus  einem  vollständigen  Integral  (49) 

z  =  ^{x ,  y  ,  a  ,  h) 

einer  partiellen  Differentialgleichung  lassen  sich  alle  an- 
deren Integrale  herleiten.  Die  Gleichung  (A)  ist  das  Ee- 
sultat  der  Elimination  der  Größen  a  ,  h  aus  der  Gleichung 
(49)  und  den  Gleichungen  (50) 

Wir  suchen  jetzt  a  und  b  auf  die  allgemeinste  Weise  als 
Funktionen  von  x  und  y  so  zu  bestimmen,  daß  der  Aus- 
druck (49)  der  partiellen  Differentialgleichung  (A)  genügt 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  daß  die  drei  Glei- 
chungen (49)  und  (50)  zusammen  bestehen.  Durch  par- 
tielle Differentiation  des  Ausdrucks  (49)  erhält  man,  wenn 
man  auf  die  Veränderlichkeit  von  a  und  h  Rücksicht 
nimmt: 

60        60  ca        60   6h 
6x         da    dx        6b    dx  ' 

60        60   6a        60   db 

6y         6a    6y         6b    6y  ' 


Damit  die  Gleichungen  (50)  erfüllt  sind,  muß  sein 
(53) 


60  6a        60   6b  _ 
ca   ex        6b    c'x 


60  6a       60   6b  _ 
.  da   6y         6b    6y 

Sieht  man  von  dem  Fall  ab,  daß  a  und  b  beide  konstant 
sind,  so  können  die  Gleichungen  (53)  auf  zwei  Arten  be 
friedigt  werden: 


§  10. 
1.  Sind 
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nicht  beide  Null,  so  ist 


c  0  ö  <P 

-^,—  und  -;:— 
Ca  ob 


da 
da 


11 

dx 


=  0 


Es  besteht  also  zwischen  den  Funktionen  a ,  b  von  x ,  y 
eine  Relation,  welche  &  enthalten  möge  und  welche  wir 
auf  die  Form  bringen: 

(54)  b  =  <f>{a)  . 

Ist  die  Funktion  q)  willkürlich  angenommen,  so  reduzieren 
sich  die  beiden  Gleichungen  (53)   auf  die  eine  Gleichung 


(55) 


--. 1-  -^  (p  {a}=0 

ca         CO 


Der  Ausdruck  (49),  in  welchem  a  und  b  die  durch  die  bei- 
den Gleichungen  (54)  und  (55)  bestimmten  Funktionen  von 
X ,  y  darstellen,  ist  ein  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung (A),  welches  von  einer  willkürlichen  Funktion  9? 
abhängt  und  als  allgemeines  Integral  bezeichnet  wird. 
2.  Genügen  die  Funktionen  a,  b  von  x,  y  den  Glei- 
chungen 

6^  o0 


c  a 


db 


so  stellt  der  Ausdruck  (49)  ebenfalls  ein  Integral  der  Dif- 
ferentialgleichung (A)  dar;  wir  werden  zeigen,  daß  es  ein 
singuläres  Integral  im  früheren  Sinne  ist. 

Das  allgemeine  Integral,   welches  erhalten   wird,   in- 
dem man 

b  =  (p{a) 

setzt  und  a  aus  den  Gleichungen 

z  =^  0{x ,  y  ,  a  ,  b)  , 


(57) 


60      e^  ^^  -Q 

da         Bb    da 
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eliminiert,  stellt  geometrisch  die  Einhüllende  der  von  dem 
Parameter  a  abhängigen  Flächenschar 

(58)  z  =  0{x ,  y  ,  a  ,  (f{a)) 

dar.  Die  Gleichungen  (57),  worin,  nachdem  h  =- rf{a)  ge- 
setzt ist,  dem  Parameter  a  ein  bestimmter  Wert  beigelegt 
wird,  stellen  die  Schnittknrve  der  Fläche 

z  =  4){x,  y ,  a,  (i.{a)) 

mit  einer  unendlich  benachbarten  Fläche  der  Schar  und 
zugleich  die  Berührungskurve  der  Fläche  mit  der  Ein- 
hüllenden der  Flächenschar  dar. 

Durch  die  Kurve  (57)  gehen  also  zwei  Integralflächen 
von  (A),  welche  sich  längs  dieser  Kurve  berühren ;  daraus 
folgt,  daß  die  Gleichungen  (57)  eine  cliarakteristische 
Kurve  darstellen.  Die  allgemeine  Integralfläche,  deren 
Gleichung  durch  Elimination  von  a  aus  (57)  entsteht,  setzt 
sich  aus  ooi  charakteristischen  Kurven  (57)  mit  dem  Pa- 
rameter a  zusammen. 

Sind  a  ,  h ,  c  beliebig  vorgeschriebene  konstante  Grö- 
ßen, so  läßt  sich  eine  Funktion  cp  so  wählen,  daß 

b  =  (p{a)  ,       c  =  9?'(a) 

wird.  Die  Gesamtheit  der  charakteristischen  Kurven  (57 1 
kann  demnach  durch  die  Gleichungen 

'  z  =  <P{x ,  y  ,  a  ,  h)  , 


(59) 


60    ,      60 

- — ^  ^"^ir  =  0 

c  a  CO 


mit  den  willkürlichen  Konstanten  a,  h,c  dargestellt  werden. 
Diejenigen  charakteristischen  Kurven,  welche  durcli 
die  Gleichungen  (57)  mit  h  ==  q^{a)  dargestellt  werden,  be- 
sitzen eine  einhüllende  Kurve,  deren  Gleichungen  durch 
Elimination   des  Parameters  a   aus   den   drei  Gleichungen 

z  =  0{x ,  y  ,  a  ,  h)  , 

60    .  60  dh  _ 


(CO) 


ca         (b    da 
6a^'^'^  ta  6b  da  '^  6b^  [dal   "^  cb  da^  " 
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mit  b  ^  <^'(a)  erhalten  werden.  Diese  einhüllende  Kurve 
wird  von  sämtlichen  charakteristischen  Kurven  (57)  be- 
rührt; sie  ist  eine  Rückkehrkante  der  von  den  charakte- 
ristischen Kurven  (57)  gebildeten  Integralfläche  oder  eine 
Integralkurve  der  Differentialgleichung  (A). 
Ist 

z  =  ^{x  ,  y  ,  a  ,  h) 

ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung (A)  und  9?(ct)  eine  willkürliche  Funk- 
tion, so  stellt  die  Einhüllende  der  Flächenschar 
z  ==  ^{x ,  y,  a,  q:>{a))  ein  allgemeines  Integral  dar. 

Die  charakteristischen  Kurven  von  (A)  werden 
durch  die  Gleichungen 

z=0{x,  y,  a,h)  , 

da  cb 

mit  den  drei  willkürlichen  Konstanten  a,  b,  c  dar- 
gestellt. 

Diejenigen    charakteristischen    Kurven,     für 
welche 

&  =  q){a)  ,     c  =  <p'{a) 

ist,    bilden    die    obige    allgemeine   Integralfläche; 
sie  haben  als  einhüllende  Kurve  eine  Eückkehr- 
kante  dieser  Fläche,  d,  h.  eine  Integralkurve  von  (A). 
Besitzen  die  oo-  Flächen  (49) 

z  =  0{x,  y,  a,  h) 

mit  den  Parametern  a  ,  b  eine  Einhüllende 

(61)  z  =  0{x,y), 

so  erhält  man  diese  durch  Elimination  von  a  und  b  aus 
der  Gleichung  (49)  und  den  beiden  Gleichungen  (56).  Jedem 
Punkt  M  der  Einhüllenden  mit  den  Koordinaten  x ,  y ,  z 
entspricht  ein  Wertepaar  a ,  b ,  welches  den  drei  Glei- 
chungen (49)  und  (56)  genügt;  im  Punkte  M  berühren 
sich  die  Einhüllende  z  ^  *P{x ,  y)  und  die  Integralfläche 
z  =  0{x,y,a,b).  Die  Gleichung  (61)  ergibt  daher  im  Punkte  M 
dieselben  Werte  von  p,  q,  wie  die  Gleichung  (49);  dem- 
nach stellt  auch  die  Gleichung  (61)  eine  Lösung  der  partiellen 
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Differentialgleichung  (A)  dar.  Durch  den  Punkt  M  gehen 
cxji  charakteristische  Kurven 

60  60 

z=0{x,  y,  a,h)  ,       -^  +  c-^  =  0  , 

welche  den  angenommenen  festen  Werten  von  a  ,  h ,  aber 
einem  willkürlichen  Wert  von  c  entsprechen;  jede  dieser 
Kurven  berührt  die  Einhüllende  im  Punkte  31 . 

Von  einem  Element  {x ,  y ,  z ,  p ,  q)  der  Fläche 
z  =  0{x ,  y)  gehen  also  unendlich  viele  Charakteristiken 
aus;  daraus  schließen  wir,  daß  die  Elemente  {x ,  y  ,  z ,  p  ,  g) 
der  Fläche  (61)  nicht  nur  der  Gleichung 

F{oo,  y,  z,  p,  q)  =  0  , 

sondern  auch  den  Gleichungen 

P  =  0,     Q  =  0 
genügen. 

Denn  ist  (ic,, ,  ?/o  ?  ^o  ?  Po  5  Qo)  ^i^  Element,  für  welches 
F  =  0 ,  aber  P  von  Null  verschieden  ist,  so  gibt  man  den 
Differentialgleichungen  der  Charakteristik  die  Form 

dy^_Q_ 
dx        P  ' 

dz^         pP  +  qQ 
dx 

dp 
dx 

dq 

~dx  P 

da  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  in  der  Umgebung 
von  x  =  x^,,  y  =  yQ,z  =  ZQ,p  =  p,,,  q  =  qo  regulär  sind, 
so  geht  von  dem  angegebenen  Flächenelement  eine  und 
nur  eine  Charakteristik  aus.  Wenn  für  das  gegebene 
Flächenelement  P  =  0 ,  aber  Q  von  I^ull  verschieden  ist, 
so  kommt  man  zu  demselben  Ergebnis,  indem  mau  .r  und  i/ 
vertauscht. 

Wenn  eine  Lösung  z  =  0{x ,  y)  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (A)  den  Gleichungen 

P^O,    g  =  u 


p 

X  +  pZ 

p 

Y  +  qZ 

§  IG.    Ableitung  des  allgemeinen  Integrals  usw.  81 

genügt,  80  erfüllt  sie  auch  die  Gleichungen 

X  +  pZ  =  0  ,     Y  +  qZ  =  0; 

sie  ist  also  eine  singulare  Lösung  im  früheren  Sinne. 
Ist 

z  =  ^{x ,  y ,  a  ,  h) 

ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (A)  und  besitzt  die  Flächenschar 
z  =  <P{x ,  y ,  a,  b)  mit  den  Parametern  a,  b  eine  Ein- 
hüllende, so  stellt  diese  ein  singuläres  Integral  dar. 
In  §  14  wurde  gezeigt,  daß  eine  singulare  Integral- 
fläche z  =  <P{x ,  y)  in  einem  beliebigen  Punkt 

x^Xq,    y  =  yo,    Zq  =  ^{xq  ,  y^) 

von  einer  anderen  Integralfläche  berührt  wird;  es  kann 
demnach  jede  singulare  Integralfläche  als  Einhüllende  einer 
Schar  von  Integralflächen  mit  zwei  Parametern  aufgefaßt 
werden. 

Beispiel.     Die  Differentialgleichung 

3  =  fip) 
hat  das  allgemeine  Integral 

z  =  ax+  f{a) y  -\-b  ; 

denn  durch  Elimination  von  a ,  b  aus  dieser  Gleichung 
und 

2?  =  a  ,     q  =  f{a) 

ergibt  sich  die  Differentialgleichung.  Das  allgemeine  Integral 
wird  erhalten,  indem  man  b  ^  (p{a)  setzt  und  die  Ein- 
hüllende der  Ebenenschar 

z  =  ax-{-f{a)y  +  (p{a) 

durch  Elimination  von  a  aus  der  letzten  Gleichung  und 
der  Gleichung 

bestimmt.  Die  durch  das  allgemeine  Integral  dargestellten 
Flächen  sind  abwickelbar. 

Hörn,  Partielle  Differentialgleichimgeii.  6 
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Beispiel.  Diejenigen  Flächen,  für  welche  die  Länge 
der  Normale  zwischen  der  Fläche  und  der  xy-Ehene  den 
konstanten  Wert  R  hat,  genügen  der  Differentialgleichung 

(a)  v^  +  g2  =  -^2  -  1  . 

Sie  hat  das  vollständige  Integral 

{ß)  {x-aY+{y-W^z^~=^R\ 

denn  durch  Elimination  von  a  und  h  aus  dieser  Gleichung 
und  den  Gleichungen 

X —  a                    y  —^ 
p  = ,        g  = 

z  z 

entsteht  die  Differentialgleichung.  Die  Gleichung  (ß) 
stellt  eine  Kugel  vom  Eadius  R  dar,  deren  Mittelpunkt 
{a ,  b  ,  0)  ein  beliebiger  Punkt  der  x  y  -  Ebene  ist.  Führt 
man  die  willkürliche  Funktion  1)  =  (p{a)  ein  und  ehminiert 
man  a  aus  den  Gleichungen 

{x-aY  +  {y-<p{a)Y  +  z^-=^R-',- 
X-  a-{-  {y  -  (p{a))  (p\a)  =  0  , 

so  hat  man  das  allgemeine  Integral;  es  erscheint  als  die 
Einhüllende  derjenigen  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  eine 
in  der  a? .?/- Ebene  willkürlich  angenommene  Kurve  bilden. 
Durch  Elimination  von  a  und  h  aus  {ß)  und  a?  —  a  =  0 , 
jy  —  &  =x  0  erhält  man  das  singulare  Integral  z^  =  R- , 
welches  in  die  beiden  Ebenen  z  =  R  und  z  =  —R  zer- 
fällt, die  sämtliche  Kugeln  berühren. 

Die  Charakteristiken   werden  durch   die  Gleichungen 

I  {x-aY  +  {y-hY  +  z^  =  R-, 
\  x-a-\-c(y-h)  =  0 

mit  den  drei  willkürlichen  Konstanten  a,h,c  dargestellt; 
es  sind  die  Kreise  vom  Eadius  R ,  deren  Mittelpunkte  in 
der  «?/- Ebene  liegen  und  deren  Ebenen  auf  der  ar?/- Ebene 
senkrecht  stehen. 
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Die  Einliiillonde  derjenigen  charakteristischen  Kurven, 
welche  auf  der  Integralfläche  (y)  liegen,  wird  durch  Elimi- 
nation von  a  aus  den  Gleichungen 

(x  -  ay  +  {y  -  cp{a)Y  -^  z'  =  li^^, 

oc  -a  +  {y  ~  (p{a))  (p\a)  =  0  , 


(^0 
gefunden 
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Wir  betrachten  jetzt  ein  System  von  zwei  partiel- 
len Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

^     V  \G{x,y,z,v,  q)  =  0; 

die  Funktionaldeterminante 

HF,  G) 

sei    von  Null    verschieden,    so   daß    die  Gleichungen   (62) 
durch  Auflösung  nach  p  und  q  auf  die  Form 

dz 

-^=^(p{x,  y,  z), 

dz 

gebracht  werden  können.     Jede  den  Gleichungen  (62)  ge- 
nügende Funktion  z  von  x ,  y  erfüllt  die  Gleichungen 

6  dz  dcp  d(p  d(p 

dy  dx  dy  dz  dy  ^ 

d  dz  dxp  dy>  dy.' 

dx  dy  dx  dz  dx  ' 

woraus  die  Integrabilitätsbedingung 

dw        dw  dw        dtp 

dy         dz  dx         cz 
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oder 

(63)  d^^dy^ 
'  dy       doc 

folgt.  Sollen  die  Gleichungen  (62)  eine  gemeinsame  Inte- 
gralfläche besitzen,  welche  durch  einen  willkürlich  ge- 
gebenen Punkt  a?  =  iPy  ,  y  =  y^  ,  z  =  Zq  geht,  so  muß  die 
Bedingung  (63)  identisch  erfüllt  sein.  Dann  ist  aber  die 
mit  dem  System  (62)  gleichbedeutende  totale  Differential- 
gleichung 

(64)  dz  =  (p{x,  y,  z)dx-{-yj{x,  y,  z)dy 

vollständig  integrierbar;  sie  wird,  wenn  sich  die  Funktionen 
(p{x,y,z),  yj{x,y,z)  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  x^), 
y  =  Voi  2:  =  sJo  regulär  verhalten ,  durch  eine  Funktion  z 
von  X ,  y  befriedigt ,  welche  für  x  =  Xq  ,  y  =  yQ  den  Wert 
z  =  00  annimmt  und  in  der  Umgebung  von  x  =  x^,,  y  =  yo 
regulär  ist;  dabei  spielt  z^)  die  Kolle  der  Integrations- 
konstanten. 

Um  die  Gleichung  (64)  nach  der  Mayer  sehen  Methode 
zu  integrieren,  führt  man  sie  durch  die  Substitution 

(65)  x  =  Xq  +  u  ,     y  =yQ  +  uv 

über  in 

dz  =  {(p  -\-  'D'ip)du  -{-  uy^dv  . 

Die  Lösung  z  der  Differentialgleichung 

-^  =  7  (ajo  +  w  ,  2/„  +  w  1; ,  z)  +  v  v'(xo  +  w  ,  1/0  +  «  f' ,  ~)  , 

welche  für  m  =  0  den  Wert  *  =  c„  annimmt,  geht  durch 
die  Substitution  (65)  in  diejenige  der  Gleichung  (64)  ge- 
nügende Funktion  z  von  x,  y  über,  welche  für  x  =  Xq^ 
y  =  yo  den  Wert  z  =  c^,  annimmt. 

Man  kann  die  Integrabilitätsbedingnng  aus  den  ur- 
sprünglichen Gleichungen  (62)  bilden,  ohne  dieselben  zu- 
vor nach  /},  q  aufzulösen.  Zu  diesem  Zweck  differeutiieren 
wir  die  Gleichungen  1^  =  0 ,  0  =  0  nach  x  und  // ,  nach- 
dem  für  p   und  q   die  Funktionen   7  (.r ,  y,  c) ,  ^'[x ,  y,  c) 
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gesetzt  sind,   wobei  z  als  Funktion  von  x,  y   betrachtet 
wird.     Wir  erhalten  so  die  Gleichungen 


(66) 


und 


dF        dF  dcp  dF  dy)  _ 

dx        dp  ~dx  dq  dx  ' 

dO        SG  d(p  clG  drj} 

dp   dx  dq   dx 


(67) 


dx 
dF 


+  -- 


+  1^.^  =  0 
dq    dy  ' 

"*"  '-  dy  -'"' 


dF  dcp 
dy  '  dp  dy 
dG  dG  d(p 
dy  '^^  dy    '    dq 

dabei  ist  die  Bezeichnung  benutzt: 

dx        dx  dz  ^       dy 

Die  Ehmination  von   -—  aus  (66)  ergibt 

(XOO 


c  d 

oy  dz 


(68) 


dF  dG       cG  dF 


dp   dx        dp    dx 
und  die  Elimination  von 
dF  dG 


+ 


dF  dG 
dp    dq 


dG  dF 
dp    dq 


^-0 

dx 


dy.' 
dy 


aus  (67] 


(69) 


q   dy 


cG  dF 

Jq 


dy 


dcp 


dy 


=  0 


'dF  dG  dG  dF^ 

dq  dp 

Wenn  man  die  beiden  Gleichungen  (68)  und  (69)  addiert 
und  die  Bezeichnung 

dF  dG        dG  dF  dF  dG       dG  dF 

dp   dx        dp    dx  dq   dy        dq    dy 

einführt,  erhält  man  die  Identität 

d{F,  G)  ldxp_  dcp' 
.dx 


(70)     [F,G] 


(71) 


[F,G]  + 


=  0. 


d{p  ,  q)   \dx        dy 

Ist  die  Integrabilitätsbedingung  (63)  erfüllt,  so  ver- 
schwindet der  Ausdruck  [F ,  G] ,  wenn  man  darin  p  =  (p , 
q  ==  v'  setzt,  d.  h.  die  Gleichung  [F ,  G]  =  0  ist  eine  Folge 
der  Gleichungen  ^  =  0,0  =  0.    Ist  umgekehrt  [F,G]  =  0 
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infolge  der  Gleichungen  jP  =  0  ,  G  =  0  ,  so  folgt  aus  der 
Identität  (71)  die  Bedingung  (63). 

Soll  der  aus  den  Gleichungen  p  —  ff  =  0 ,  q  —  ip  =  0 
gebildete  Klammerausdruck 

d(p       dw 

infolge  dieser  Gleichungen  verschwinden,  so  muß  er,  da 
er  von  p  und  q  nicht  abhängt,  identisch  in  x,  y,  z 
verschwinden.  Es  ist  also  zulässig,  ein  System  ^  =  0, 
G  =  0  zvL  betrachten,  für  welches  der  Klammerausdruck 
[F ,  G]  identisch  verschwindet.  Ein  solches  System  wird 
als  zweigliedriges  Involutionssystem  bezeichnet. 

Sind  die  Funktionen  F,  G  von  z  unabhängig,  so  geht 
der  Klamm  er ausdiuck  [F ,  G],  da  jetzt 

dF       BF         dF       BF 


ist,  in 

(72)     {F,G)  = 

dx       Bx  ' 
dG       BG 
dx       Bx  ' 

BF  BG       BG 

dy        By  ' 
dG       BG 
dy        By 

BF    ,    BF  BG 

BG  BF 

Bp   Bx        Bp 

dx        Bq   By 

Bq   By 

über.     Die  Gleichungen 

F{x,  y,  p  ,  q)  =  0  , 


'  ö(ä-,  «/,  p,  g)  =  0 
lassen  sich,  wenn  die  Funktionaldeterminaute 

HF,  G) 

nicht  verschwindet,  auf  die  Form 

p  =  (p{x,y)^   q  =  r{-^',y) 
bringen ;  ist  {F ,  G)  =  0  infolge  von  ^  =  0  ,  G  =  0  ,  so  ist 

c  q)        Btj.> 

cy        ex 
das  Systoni  (73)  ist  auf  die  Diffeientialgleichung     • 
(74)  dz=^  <r{x,  y)dx -{- ii'{x,  !/)d!/ 
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zurückgeführt,  welche  durch  eine  Quadratur  integriert 
wird. 

Ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  (A) 

F{x,  y,  z,  p,  q)  =  0 

läßt  sich  nach  der  Methode  von  Lagrange  folgender- 
maßen bestimmen*). 

Wir  suchen  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(75)  G{x,  y  ,  z,  2),  q)  =  a  , 

welche  eine  willkürliche  Konstante  a  enthält  und  mit 
der  gegebenen  Dilferentialgleichung  ein  Involutionssystem 
bildet.  Wir  verstehen  also  unter  u  =^  G(x ,  y,  z,  p,  q) 
eine  Lösung  der  linearen  Differentialgleichung 

0  =  [F,u] 


(76) 


dF  cu        dF  du 
dq    cy 


6p   ex 

'dF 


BF\  du 

dx  dz)  cp 


BF    ,      dF\  du 

p- — h  g-^^H^ 

cp  oql  dz 

dF  dF\  du 

cy  dz/  oq 


oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt**),  unter 
G{x,y  ,  z,  p  ,  q)  =  a 

ein     Integral     des     Systems     gewöhnlicher     Differential- 
gleichung^en 


"T) 


dx 

If 

dp 


dy_ 

dF 

Tq 


dz 


dF  dF 


dp 


dq 


dF  dF 

ex  dz 


dF    ,  dF 

cy  cz 


*)  Als  Verallgemeinerung  der  Methode  von  Lagrange  er- 
scheint die  (zweite)  Methode  von  Jacobi  zur  Integration  dtr 
partiellen  Diif'erentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  beliebig 
vielen  unabhängigen  Veränderlichen. 

**)    Vgl.    den    I.   Abschnitt    oder    „Gewöhnliche    Differential- 
gleichungen", §  7. 
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Man  sieht,  daß  die  Gleichungen  (77)  nichts  anderes  sind 
als  die  Differentialgleichungen  der  Charakteristiken  der 
partiellen  Differentialgleichung  (A). 

Wir  denken  uns  die  Funktion  0  so  gewählt,  daß  die 
Funktionaldeterminante 

dF  dG       BF  dG 
dp    dq        dq    dp 

nicht  identisch  verschwindet.  Dann  lassen  sich  die 
Gleichungen 

F{x,  y,  z,  p,  q)  =  0  ,     G{x,  ij,  z,  p,  q)  =  a 
in  der  Form 

(78)  p  =  (p{x,  y,  z,  a)  ,     q  =  ip{x  ,  y  ,  z  ,  a) 
auflösen,  und  die  Differentialgleichung 

(79)  dz  =  (p(x ,  y  j  Zf  a)dx  -\-  y'{x ,  y  ,  z  ,  a)  dy 

ist  vollständig  integrierbar.  Indem  man  diese  Gleichung 
unter  Einführung  einer  neuen  willkürlichen  Konstanten  b 
integriert,  erhält  man  ein  vollständigem  Integral 

(80)  z  =  0{x  ,  y  ,  a  ,  h) 

der  partiellen  Differentialgleichung  (A). 

Beispiel.    Wir  wenden  die  Methode  von  Lagrange 
auf  die  Differentialgleichung 

q  =  fip) 

an.     Die  Differentialgleichungen  der  Charakteristiken 
dx     _  ^y  _  ^^  ^V       dq 

^=7¥)  ^  ^  ^  -Pf'ip)  +  q  ^  "Ö"  ^  "T 
besitzen  u.  a.  das  Integral 

p  =  a  . 
Die  Gleichung 

dz  =  p dx  -\-  qdy 

geht,  wenn  man  p  =  a ,  q  =  f{p)  =  f{a)  setzt,  in 

dz  =  adx  -\-  f{a)dy 
über;  die  Integration  ergibt  das  vollständige  Integral 

z  =  ax  -{-  f\a)  y  -\-  b 
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der  vorgelegten  Differentialgleichung.  Das  allgemeine 
Integral  wird  aus  dem  vollständigen  Integral  wie  in  §  16 
abgeleitet. 

Es  sei  jetzt  ein  System  von  drei  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

'  F{x,  y,  z,  p,  q)  =  0  , 

(81)  G{x,  y,z,p,  q)=^i), 
,  Hix,  y,z,p,q)  =  0 

gegeben.     Die  Funktionaldeterminante 

d{z,  p,  q) 

sei  von  Null  verschieden,  so  daß  die  drei  Gleichungen  (81) 
in  der  Form 

(82)  s  =  ^(a;,?/),     p  =^  <I>^{x ,  y)  ,     q  =  <I>^{x,y) 

auflösbar  sind.  Ein  gemeinsames  Integral  der  drei  Glei- 
chungen ist  dann  und  nur  dann  vorhanden,  wenn 

^     '  dx  ^  ^        dy  ^  ^         dx  dy 

ist. 

Wir  zeigen,  daß  die  drei  Bedingungen  (83)  mit  den 
Bedingungen 

(84)  [F,G]  =  0,     [F,n]  =  0,     [G,H]^0 

identisch  sind. 

Differentiiert  man  die  Gleichung  F  =  0 ,  worin  unter 
z,  p,  q  die  Ausdrücke  (82)  verstanden  werden,  nach  x, 
so  erhält  man 

dF       BF  ^        dF  (d0  ^\       öF  60.       6F  d^.       ^ 

ox        dz             dz  \cx  /        dp    ex         cq    ex 
oder 

dF       dF(e<P       ^\  ,    dF  ^0^    ,    dF  e<P^ 


dx        dz  \6x  I        dp    dx         dq    ex 

Entsprechend  hat  man 

dG       dG(d0        ,\    ,    dG  d0^   ,    cG  d0^ 


dx        dz  \dx  )        cp    dx         dq    dx 
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Durch  Elimination  von    -—    aus  den  beiden  letzten  GU-i- 
chungen  ergibt  sich  ^  *^ 

^^dG__cG_dI^       cjF,  G)  (c^  _^\a.  ^(^^  ^)  i^ _ o 
dp  äx       dp    dx        d{p,z)   \dx         ^1      d{p ,  q)    ex 

und  hieraus  durch  Vertauschung  von  x  und  y 

BF  äG     SG  dF      d{F,  G)  fc^  \      C{F,G)e0,_ 

Sq   dy       dq   dy        ciq,  z)    \cy  ~)      c{p,q)     cy  ~ 

Durch  Addition  erhält  man  die  identische  Gleichung 


c{p,z)  \dx  I        ^yi^z)   ^^y  ' 

c{p,  q)    \cx         (  y  I 

Hierzu  kommen  zwei  weitere  Gleichungen  (85")  und  (85'"), 
welche  aus  (85')  dadurch  hervorgehen,  daß  man  F,  G 
durch  F ,  H  oder  durch  G,  H  ersetzt. 

Hiernach  haben  die  drei  Gleichungen  (83)  die  drei 
Gleichungen  (84)  zur  Folge. 

Sind  umgckelirt  die  drei  Bedingungen  (84)  erfüllt,  so 
ist  nach  (85') 

e{F,^(ö0  _      \       d{F,G)lc^  _ 
d{p,  z)   [dx  V"^    e{q,  z)    \cy  ■ 

eiF,G)(d0,       c^i\       0 


c!{p,  q)    \dx         dy 

hierzu  kommen  die  beiden  aus  (85")  und  (85'")  folgenden 
analogen  Gleichungen,  Wir  haben  somit  drei  lineare 
homogene  Gleichungen  mit  den  Unbekannten 

cx  cy  ex         cy 

Diese  drei  Größen  verschwinden,  da  die  Determinante 
dritten  Grades  aus  ihren  Koeffizienten  von  IfuU  ver- 
schieden ist.  Als  Koeffizienten  treten  nämlich  die  Unter- 
deterraiuanten  der  Determinante 

^  _  d{F,  G,  B) 

('{-,  V,  q) 


§  17.     AufsuchuD),'  eines  vollstiindi;3'eu  Integral;^.  91 

auf;  die  aus  den  Unterdetermiiiauteu  von  A  gebildete 
Determinante  dritten  Grades  ist  gleich  J-,  also  von  Xull 
verschieden,  da  J  nicht  verschwinden  soll. 

Man  kann  demnach  die  Dilferentiulgleichung  (A) 

F{x,  y,  z,  p,  q)  =  0 

integrieren,  indem  man  zwei  Funktionen  G  und  H  von 
•^1  y  ?  ^  j  Vi  Q.  bestimmt,  welche  die  Bedingungen  (84) 

[F,G]^0,     [F,H]  =  0,     [G,H\  =  0 

erfüllen  und  überdies  so  beschaffen  sind,  daß  die  Deter- 
minante 

HF,  G,H) 

nicht  verschwindet.  Durch  Elimination  von  p ,  q  aus 
den  drei  Gleichungen 

(86)  ^  =  0,     G  =  a,     H  ==b  , 

worin  a  und  b  willkürliche  Konstante  sind,  erhält  man 
ein  vollständiges  Integral 

(87)  z  =  0{x  ,  y  ,  a  ,  h) 

der  Gleichung  (A). 

Zunächst  ergibt  sich  /'  =  G  als  lutegral  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung 

(88)  [F,n  =  i) 

und  hieraus  f  =  H  als  Integral  des  Systems  linearer  par- 
tieller Differentialgleichungen 

(89)  [i^,/]=-0,     [G,n^O, 
welches  als  vollständig  nachgewiesen  werden  kann. 


III.  Abschnitt. 

Partiel  le  Differentialgl  eichuiigeii 

zweiter  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen 

Veränderlichen  *). 

§  18.    Beweis  der  Existenz  der  Integrale  einer 
partiellen  Diflferentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

Es  liege  die  partielle  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  der  abhängigen  Veränderlichen  z  und  den 
beiden  unabhängigen  Veränderlichen  x ,  y  vor : 

(A)  F{x,y,z,j>,q,r,s,t)=^0', 

dabei  ist  gesetzt: 

dz  dz 

_  dH  _    e^z  _  ti^z 

dx^  '  dx  dy  '  c  y- 

F  sei  eine  analytische  Funktion  der  beigefügten  Argu- 
mente, welche  an  der  Stelle  x  =  x^  ,  y  =  yo  ^  z  =  Zf^,  P  =  Po^ 
q  =  q^  ^  r  =  Vf^ ,  s  =  Sq  ,  t  =  t^^  verschwindet  und  sich  in  der 
Umgebung  dieser  Stelle  regulär  verhält.     Wenn 

BF 


*)  Eingehender  sind  die  partiellen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  in  den  folgenden  Werken  behandelt: 

Goiirsat,  Le^ons  sur  l'integration  des  eiiuations  aux  de- 
riv^es  partielles  du  second  ordre.     2  Bände.    Paris  1896.  1898. 

Forsyth,  Theory  of  differential  equations.  Vol.  VI.  Cam- 
bridge 1906. 

In  betreff  der  in  den  Abschnitten  I — III  behandelten  t^egen- 
stände  vgl.  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften 
IIA,  5  (E.  V.Weber). 
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an  der  bezeichneten  Stelle  von  Null  verschieden  ist,  läßt 
sich  die  Gleichung  (A)  auf  die  Form 

(1)  r  =  f{x,y,z,p,q,s,t) 

bringen ,  wo  /'  eine  in  der  Umgebung  der  Stelle  a?  =  a?,, , 
. . . ,  t==tf,  reguläre  Funktion  der  angegebenen  sieben  Argu- 
mente ist,  welche  an  dieser  Stelle  den  Wert  r„  annimmt. 
Es  seien  zwei  analytische  Funktionen  (p{y),  if{y)  von 
y  gegeben,  welche  in  der  Umgebung  von  y  =  yyi  regulär 
sind,  und  zwar  sei 

w{yi))  =  Po,    v''(i/o)  =  «o- 

Wir  zeigen,  daß  die  Differentialgleichung  (A)  oder  (1) 
durch  eine  analytische  Funktion  z  von  x,  y  befriedigt 
wird ,  welche  sich  an  der  Stelle  x  =  Xq,  y  =  y^  regulär 
verhält  und  so  beschaffen  ist,  daß  für  x  =  Xq 

^  =  fp{y),     'ä^^'/'(^) 

wird*). 

Wir  nehmen  Xq  =  0 ,  y^)  =  0  an  und  setzen 

z  =  z'^r  (piy)-i-x  xp  {y)  +  {>  A  aj-' , 

A  =  f{0,0,  9'(0) ,  y  (0) ,  <?''(0) ,  v^'(O) ,  cp'\0))  , 

so  daß  ^  , 

p  =  -^-{-if{y)  +  Ax, 

dz' 

g  =  -^  +  (p'iy)  +  ^  y^'iy) , 


T  —   n.   a  ~r  A  , 
cx^ 


ex^ 

dx  cy 

'  o^z' 
dy^ 


+  w{y) , 

^^'y)^xy^"{y) 


*)  Der  folgende  Goursatsche  Beweis  entspricht  dem  in  §  1 
und  §  2  geführten  Beweis  des  entsprechenden  Satzes  für  eine 
partielle  Differentialgleichvmg  erster  Ordnung. 


94     III-  Absclinilt.     Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung, 
wird;  dadurch  geht  die  Gleichung  (1)  über  in  die  Gleichuug 

7^T:r  =  f{x,y,z,V,(liS,i)-A, 

deren  rechte  Seite,  wenn  für  z ,  j) ,  q,  s ,  t  die  obigen  Aus- 
drücke  eingesetzt   werden,    sich   in   eine  Potenzreihe  von 

dz'         dz^  c^z'         _cV 

X,   y,   z  ,     j^,     -^  ,     j^  ,       ^^2 

ohne  konstantes  Glied  entwickeln  läßt;   für  a?  =  0  sollen 

dz' 
z'  und  -K—  verschwinden.    Wir  schreiben  statt  z'  wieder  z 

ox 

und  betrachten  die  Differentialgleichung 
(2)  r^f{x,y,z,iß,q,B,i), 

wo  f  eine  Potenzreihe  von  a; ,  vy ,  . .  . ,  /  ist ,  welche  für 
r»  =  2/  =  ...  =  f  =  0  verschwindet;  wir  suchen  der  Diffe- 
rentialgleichung (2)  durch  eine  in  der  Umgebung  von 
X  =  y  =  ^  reguläre  Funktion  z  von  x .  y  zu  genügen, 
welche  die  Bedingungen 

z  =  0  ,       4^  =  0     für     x  =  0 
ex 

erfüllt. 

Für  diese  Funktion  ist*) 


Wh    ' 


Aus  der  Gleichung  (2)  folgt 

c-z 


=  0  . 


c-r^,r "  ' 


indem  man  (2)  wiederholt  nach  y  differentiiert,  erhält  man 

d'-  +  ''z 


I   ü-'^'z  \ 
\cx'-df)o 


*)  Der  Wert   einer  Funktion  9    für  x  =  0.  //  =  0  wird  mit 
{(p)o  bezeichnet. 
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usw.     So  ery-eben  sich  sämtliche  Größen 


/     f)/'  +  ^'z    \ 
\  ex!'  f  t/'   /o 


oa?"  f  y  /o 

aus   den   Koeffizienten  der  Potenzreihe  /',   und   es  bleibt 
noch  die  Konvergenz  der  Potenzreihe  S 

U  V 

für  hinreichend  kleine  Werte  von  \x\  und  j^j  nachzuweisen. 
Die  Reihe  /'  sei  für 

\x\^Q,     ^y\^Q,     \A^Qj     \v\^Qi     W\^Q^ 
\s\^R,     \t\^B 

konvergent,  und  es  sei  in  diesem  Gebiete 

\f\^M. 
Die  Funktion 

yiff,  y,  z,  p,  q,  s,t) 

M 


(-t) 


-M, 


worin  0  <  a  <  1  ist,  läßt  sich  in  eine  Potenzreihe  der  an- 
gegebenen sieben  Argumente  entwickeln,  deren  Koeffi- 
zienten positiv  und  nicht  kleiner  sind  als  die  entsprechen- 
den Koeffizienten  der  Potenzreihe  /'*).  Die  Differential- 
gleichung 

(5)  r  =  V{x,y,z,2),q,s,t) 

wird  formell  l)efriedigt,  indem  man  für  z  eine  Potenzreihe  S' 

dz 
von  X,  y  setzt,  welche  nebst  der  Ableitung  ^^—  für  x^  0 

C  00 

verschwindet  und  deren  Koeffizienten  positiv  und  nicht 
kleiner  sind  als  die  absoluten  Beträge  der  entsprechenden 
Koeffizienten  der  Eeihe  S. 

*)  Vgl.  §  2. 
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Wird  die  Differentialgleichung  (5)  durch  eine  Funktion  z 
von  u  =  X  -\-  (xy  befriedigt,  so  ist 

(\  _  ^^(^  +  g^^)\  d^g  _  g  +  gg  /d2g\2 
l  J2        )~dü^~      B      UwV 


(G) 


^  -M. 


—  +  «  +  (1  +  a)  --- 
o.  du 


Q 

dz 
Die  rechte  Seite  läßt  sich  in  eine  Potenzreihe  von  z  ,  u  ,  -^— 

du 

mit   positiven  Koeffizienten    ohne    konstantes  Glied   ent- 

d^z 
wickeln;    der  Koeffizient  von  ^r--    auf    der    linken    Seite 

du^ 

ist   positiv,    wenn    <x    so    klein    angenommen    wird,    daß 

M{a-{-oc^)<R  ist.     Handelt  es  sich  um  das  Integral  z, 

für  welches 

z  =  0,       4^  =  0,       1^  =  0     für     u  =  0 
du  du^ 

ist,  so  bringt  man  die  Gleichung  (6)  durch  Auflösung  nach 

:r~„  auf  die  Form 
du^ 

d^z         (  dz 


wo  9'  eine  Potenzreihe  der  drei  beigefügten  Argumente 
mit  positiven  Koeffizienten*)  ohne  konstantes  Glied  ist. 
Dieser  Differentialgleichung  wird  durch  eine  konvergente 
Potenzreihe 

(^'       '  ^  =  (lf>).«^  +  -- 

mit  lauter  positiven  Koeffizienten  genügt**). 

Setzt    man    darin    w  =  a?  +  a  i/ ,    so    hat    mau    eine 
Potenzreihe  S"  von  x,  y  mit  lauter  positiven  Koeffizienten, 


*)  Wie  man  durch  Berechnung  von  7    nach  der  Methode  der 
unbestimmten  Koeftizienten  erkennt. 

♦*)  Vgl.  ,,Gewöhnl.  Diflferentialgl.",  S.  13  und  14. 
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wolclio  der  Difforontialgleiclmng  (2)  genügt  und  für  liiii- 
roichend  kleine  Werte  von  .rj  und  i.y  konvergiert.  J)ie 
Koeffizienten  von  //■',  //',  ...  und  xy^^  ccy^,  ...  in  der 
lleihe  *S'"  sind  ])Ositiv,  während  die  entsprechenden  Ko- 
effizienten in  der  Reihe  ^S'  verschwinden;  daraus  folgt, 
daß  der  Koeffizient  von  x"  if  in  der  Eeihe  »S"  nicht  größer 
ist  als  der  entsprechende  Koeffizient  der  Reihe  S".  Dem- 
nach ist  auch  die  Reihe  ^'  für  hinreichend  kleine  Werte 
von  x'  und  y  konvergent,  und  das  gleiche  gilt  von  der 
Reihe  8. 

Es  gilt  also  der  Satz: 

In  der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 
(A)  F{x,  y,  z,  p,  q,  r,  s.  /)  =  0 

sei  F  eine  analytische  Funktion  von  x,  y,  z,  y,  q, 

r,s,t,    welche   sich    in    der  Umgebung   der    Stelle 

^  -  30q  ,  y  =  yo  ,  z  =  z^) ,  p  =  Po  ,  q  =-  qo ,  r  =  r^  ,  s  =^s Q  ,  t  =  i^ 

regulär  verhält  und  an  dieser  Stelle  verschwindet, 

dF 
während  -^^  von  Null   verschieden  ist.     Es  seien 
fr 

zwei  analytische  Funktionen    (p{y),  ^>{y)    gegeben, 

welche    sich   in    der  Umgebung    des  Wertes   y  =  y^^ 

regulär  verhalten  und  die  Bedingungen   erfüllen: 

<rO/o)  ==  2^0  ,     9/(?/o)  -  So  »     ^'\y^)  =  k  , 
V'iyo)  ==  Po  ,     ¥'(?/o)  =  «0  • 
Die  Differentialgleichung  (A)  wird  durch  eine  ein- 
zige   analytische  Funktion   z  =  (P{x ,  y)    befriedigt, 
welche   sich   in    der   Umgebung    der  Stelle   x  =  x^^ , 
y  —  y^    regulär    verhält    und   für   x  ^  Xq   in    die   ge- 

c  z 
gebene  Funktion  (p{y)  übergeht,   während  ^r-    für 

X  =  x^^  gleich  der  gegebenen  Funktion  yj(y)  wird. 

$  19.     lutegralüäehe,  welche  einen  gegebenen  Streifen 

enthält. 

Fassen  wir  wieder  x ,  y ,  z  als  rechtwinklige  Koordi- 
naten eines  Punktes  im  Räume  auf,  so  stellt  die  Gleichung 

z  =  ^{x ,  y) 

Hörn,  Partielle  Differentialgleichungen.  7 
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oine  Integralfläclie  der  partiellen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  (A)  dar,  welche  durch  die  vorgeschriebene 
Kurve 

geht;  in  jedem  Punkte  dieser  Kurve  ist  auch  die  Tangential- 
ebene der  Integralfläche  durch  Angabe  der  Werte 

V  =  viy) »   Q  =  ^'iy) 

vorgeschrieben.  Mit  anderen  Worten,  die  Differentialglei- 
chung (A)  besitzt  eine  und  nur  eine  analytische  Integral- 
fläche z  ==  0{ap ,  y) ,  welche  den  Streifen  x  =  Xq  ,  y  =  y  . 
z  =  (p{y) ,  j)  =  xp[y)  ^  q  =  (p'{y)  enthält,  dessen  Kurve  a?  =  £c„ , 
z  r^  q)[y)  in  einer  zur  7/ «-Ebene  parallelen  Ebene  liegt. 
Es  seien  jetzt 

^8)    X  =  t\{u) ,    y  -  fii»)  ,   ^  =  /s  W  J    P  =  /4(")  »    9  =  /5(") 

als  analytische  Funktionen  einer  Veränderlichen  u  ge- 
geben, welche  die  Bedingung 

dz  =  pdx  -^  q  dy 

(srfülleu;  wir  fragen  nach  einer  Integralfläche  der  Diffe- 
rentialgleichung (A).  welche  den  durch  die  Gleichungen  (8) 
dargestellten  Streifen  von  Flächenelementen  ix,  y .  z ,  p ,  q) 
enthält. 

In  jedem  Punkt  der  Kurve  C 

sind  die  Werte 

für  die  gesuchte  Integralfläche  vorgeschrieben.  Die  zu- 
gehörigen Werte  r ,  s ,  t  genügen  den  Gleichungen 

rdx  +  s  dy  —  dp  =  0  , 

(9)  I  sdx-Jr  idy  -  dq  ^  0  , 

.  F{x,  y,  z,  p,  q.  r.  s,  t)  rÜ  . 

Seti'.t  man 

BF  CF  cF 

(10)  R  =  -^,       S^--,-,      T-^-.j, 

er  t  .'<  (  / 


§  19.    Integi-al fläche,  welche  einen  fjegebenen  Streifen  f-ntliiilt.     flii 

SO  ist  die  Funktionnldetcrminante  der  linken  Seiten  jener 
drei  Gleichungen  in  bezug  auf  r ,  s  ,  t: 

\  dx ,  dy  ,    0    '■ 
(11)      J  =  !    0,   dx,  dy    =Bdy-- Sdxdy -\- Tdx-'. 
\  R,    S,    T 

Wir  nehmen  an,  daß  einem  Element  {x ,  y ,  z ,  p  ,  q)  des 
gegebenen  Streifens  ein  den  Gleichungen  (9)  genügendes 
Wertsystem  r,s,t  entspricht,  für  welches  zI  von  Xull 
verscliieden  ist. 

Wenn  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  (9)  nach 
der  in  (8)  enthaltenen  unabhängigen  Veränderlichen  u  und 
die  dritte  Gleichung  (9)  zuerst  partiell  nach  x  und  dann 
partiell  nach  y  dilferentiiert,  erhält  man  zur  Berechnung 
der  vier  partiellen  Ableitungen  dritter  Ordnung  von  z 
die  vier  linearen  Gleichungen 

dx^^^  +  2dxdy.-^.~  +  dy'     " 


dx^  ex-  cy  dxcy^ 

c^z  d'^z  c^z 

dx^  ^   ,.     +  2dxdy  .     .    ,  +  dy'^r-,^  .  . 
ex-  c  y  cxcy-  '     c  y 

c^z  c'^z  d^z 

dx'^   '  cx^dy  dxdy^ 

cx-cy  cxoy'  dy^ 

die  Determinante  der  Koeffizienten  der  Unbekannten, 

dx- ,     2dxdy ,       dy'^ ,  0 

!     0 ,  dx-^ ,        2dxäy ,     diß  ' 

R,  S,  T,  0 

0,  i?,  ß,  T 

ist,  wie  wir  zeigen  werden,  gleich  A-,  also  von  Isxül  ver- 
schieden, so  daß  die  partiellen  Ableitungen  dritter  Ord- 
nung von  z  eindeutig  bestimmt  sind.  Unter  der  Voraus- 
setzung, daß  u  der  Gleichung 

R  +  SU  +  T,«- =  0 

7* 


zl'  = 
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genügt,  vermehren  wir  die  erste  Kolonne  der  Determinante 
A'  um  die  mit  //  multiplizierte  zweite,  die  mit  //-  mul- 
tiplizierte dritte  und  die  mit  /u^  multiplizierte  vierte 
Kolonne;    dann  enthält  die  erste  Kolonne   die  Elemente 

{dx -}- jLi  dy)'- ,     u{dx  -{-  fidy)- ,     0,    0, 

so  daß  die  Determinante  A'  durch  idx  -f  ,udyy  teilbar  ist. 
Sind  «1  und  //g  die  beiden  Wurzeln  der  obigen  quadrati- 
schen Gleichung,  so  ist 

A'=  T%dx  +  ü.dyfidx  +  ju,  dyf 

=  {Tdx^--  Sdxdy  +  Rdißy-  =  -^\ 

w.  z.  b.  w.  Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  auch  für 
die  partiellen  Ableitungen  höherer  Ordnung  von  z  be- 
stimmte Werte.  Die  Differentialgleichung  kann  also,  wenn 
A  von  Null  verschieden  ist,  nur  ein  Integral  besitzen, 
welches  sich  in  der  Umgebung  eines  Punktes  der  gegebeneu 
Kurve  regulär  verhält. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  daß  die  Eeihe 

2^  =  2^0  +  Po(^  -  «"o)  +  %{y  -  Vo)  +  iro  {x  -  x^y  -  .  •  • 

in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  x^^ ,  y  =  y^  konvergiert ; 
dabei  ist  {Xq  ,  Vq,  ^q,  Vqi  %)  ^i^  Element  des  gegebeneu 
Streifens,  während  r^  ,  .  •  •  die  zugehörigen  Werte  der  par- 
tiellen Ableitungen  zweiter  und  höherer  Ordnung  von  z 
nach  a?  und  y  darstellen. 

Wir  stellen  die  Kurve  C  durch  die  Gleichungen 

y  =  f{^)  ,      2  ==  9{^) 
dar,    wo  f{x),    g{x)  für  x  =  x^  regulär  sein   mögen.     An 
Stelle  von  x ,  y  ,  z  führen  wir  die  neuen  Veränderlichen 

y  =  .r,       t)  =  .V  - /'(.r)  ,       3  =  s;-^(.r) 


ein  und  setzen 

^h 
c^' 

^=Ä- 

i-'  = 

Die  Gleichung 

d]  =  \>di-^  (\d\) 


§  19.  Intejj'ralfläche,  ■welche  einen  gegebenen  Streifen  enthält.     IQl 

gellt  durch  Einführung  von  cc,  ij,  z  über  in 

dz  —  g'{x)  dx  =  pdx  +  q  [dy  —  f'{x)  dx) 
oder 

(Zs  =  (p  -  q  f'{x)  +  g\x))  dx  +  (\dy  ; 

es  ist  also 

V  =  )?-(\f\x)-^g'{x), 

oder 

q  =  g. 
Die  Gleichung 

(7q  =  §dfj  +  t<Zl) 
geht  über  in 

dq=^  ^dx  -{-  i{dy  —  f\x)dx) 
=={^-trix))dx  +  tdt/ 

und  die  Gleichung 

dp  =-^  X  dl  +  ^  dl) 
in 

dp  +  /"» <f  g  +  qn^c)  dx  -  g"{x)  dx 

=  xdx  -]-  §>{dy  —  f'{x)  dx) 

oder,  wenn  für  dq  der  vorhin  gefundene  Ausdruck  ein- 
gesetzt wird, 

dp^{x-2  ?^f\x)  +  i[f\x)f  -  q/'»  -1-  g'\x))  dx 

-\-{^~if'{x))dy; 
folglich  ist 

r  =  r  -  2  ^f'{x)  +  i\}'\x)f  -  qf'\^)  +  g"{x)  , 

s  =  §-  if\x)  , 

/  =  t . 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  geht  in  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

Sd*^  ij?  ö»  p?  q»  ^-'j  ^^j  t)  =  o 

über.  Die  gegebene  Kurve  G  hat  in  den  neuen  Veränder- 
lichen die  Gleichungen  l)  =  0 ,  5  =  0  ;  längs  dieser  Kurve 
ist  q  eine  gegebene  Funktion  von  x,  also  q  eine  gegebcDe 
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Funktion  von  j .     Wir  haben   also  eine  Funktion  ^  von 
]c ,  \)  zu  bestimmen,  welcbe  für  i)  =  0  verschwindet,  während 

die  Ableitung    ,-     für  t)  =  0  in   eine  gegebene  Funktion 

von  j  übergeht. 

Auf   Grund    der    Gleichungen    zwischen    r ,  s ,  t    und 
r,  ^j,  t  ist 

e^  _  cF 

dt         er   ^ 


f '  ä  CT  CS 


f=4^™-fn.,+f 


da 


di=^  dx  ,     dX)  =  dy  —  f\x)dx 
ist,  hat  man 

^dt)'-^dicd\)  +  -^df 
üx  oä      ^     ^         et 

BF  dF  cF 

=  -^ —  dy'^ ^ —  dx  dy  -\ — :; —  dx-  ==  J  . 

dr  ds  ^         et 

Längs  der  Kurve  C,  welche  in  die  j -Achse  übergeführt 
ist,  ist  1)  =  0,  also  <Jt)  =  0,  so  daß 

ist.     Da  /i  auf  C  von  Null  verschieden  ist,  so  kann 

f''t 

nicht  verschwinden;  die  transformierte  Gleichung  ?$"  ^  ^^ 
läßt  sich  also  nach  t  auflösen.  Nach  dem  in  §  18  aus- 
gesprochenen Satze  besitzt  diese  Gleichung  eine  in  der 
Umgebung  von  j  =  x^ ,  \)  ==  0  reguläre  Lösung  3 ,  welche 

so  beschaffen  ist,  daß  man  für  i)  =  0   ä  =  0 ,    3--  =  0  hat. 
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Eiue    Funktion   z  ^  <ß{x ,  ij) ,    welche    niclit    nur    der 
Dilferentialgleicliung  (A),   sondern   auch   den  Gleichungen 

JJ  =  0,     S  =  0  ,     T  =  0 

genügt,  heißt  ein  singuläres  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (A). 

Jede  nicht  singulare  analytische  Integralfläche 

z  =  0(x ,  y) 

kann  durch  das  oben  dargestellte  Verfahren  erhalten  werden. 
Wir  nehmen  auf  der  Fläche  z  =  0{x ,  y)  eine  analytische 
Kurve  an  und  erhalten,  indem  wir  jedem  Punkt  der  Kurve 
die  Tangentialebene  der  Fläche  zuordnen,  einen  Streifen 
von  Flächenelementen  {x ,  y,  z,  p,  q) ,  durch  welchen  eine 
Integralfläche  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn 

J  =  Ray-  —  Sdxdy  +  T  dx'^ 

von  Null  verschieden  ist. 

§  20.    Die  Cliarakteristikeii  einer  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

Wir   haben   gesehen,    daß  durch  einen  Streifen  von 
Flächenelementen   {x,  y,  z,  p,  q),  welche  die  Bedingung 

dz  ^  p  dx  -\-  qdy 

erfüllen,  im  allgemeinen  eine  Integralfläche  der  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (A)  bestimmt  ist, 
nachdem  für  r,  s,t  ein  den  Gleichungen  (9)  genügendes 
Wertsystem  festgelegt  ist.  Eine  Unbestimmtheit  kann 
nur  dann  eintreten,  wenn  die  Elemente  (x,  y,  z,  p,  q)  des 
gegebenen  Streifens  und  die  aus  (9)  ermittelten  zugehörigen 
Werte  von  r,  s ,  t  die  Gleichung 

(12)  J  =^E dy^  -  Sdxdy  +  T dx-  -  0 

erfüllen. 

Ein  System  von  Werten  der  Größen 

^)  y^  2!,  2>,  2,  r,  s,  « 

bezeichnen  wir  als  Flächenelement  zweiter  Ordnung.  Eine 
einfache  Mannigfaltigkeit  von  Flächenelementeu 
zweiter  Ordnung,  welche  der  Gleichung 

R dy-^  -  Sdxdy  -^  Tdx'-==0 
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genügt  und  auf  einer  Integralfläche  von  (A)  liegt, 
heißt  eine  Charakteristik  (zweiter  Ordnung)  der 
partiellen  Differentialgleichung.  Für  die  Charakte- 
ristik gelten  also  auch  die  Gleichungen 

F{x,  y,  z,  p,  q,r,  s,  t)=^0  . 
dz  =  p  dx  -{-  qdy  , 
dp  ^  r  dx  -\-  s  dy  , 
dq  =  s dx  -}-  tdy  , 

sowie  die  Gleichungen,  welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Gleichung  (A)  xjartiell  nach  x  bzw.  y  differentiiert.  Die 
letzteren  Gleichungen  lauten,  wenn  man 

cF  eF  dF  dF 

X  = h  p  -^ \-  r  -^ f-  s  -^r-  , 

ex  cz  cp  dq 

^       dF  cF  ßF  dF 

cy  dz  cp  dq 

setzt  utid  für  die  partiellen  Ableitungen  dritter  Ordnung 
die  Bezeichnung 

_  d^s  _     d^z  d^z  c'^z 

benutzt, 

Y  +  Bß  -^  Sy  +  Td  =  0  . 

Ferner  ist,  da  die  Charakteristik  einer  Integralfläehe  au- 
gehört, 

dr  =  c>.dx  -{-  ßdy  , 

ds  =  ßdx  -{-  y  dy  , 

dt  =  ydx  -\-  ddy  . 

Die  Auflösung  der  drei  linearen  Gleichungen 

R<x  +  Sß-\-Ty  =  -X  , 
A  dx  +  ß  dy  =  dr  , 

ß  dx  -[•  y  dy  =  ds 
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mit  den  Unbekannten  ck  ,  ß ,  y  ergibt 


oder 


dx  ,  dy ,    0 
0,    dx ,  dy 


a  == 


-X,  S,  T 
dr  ,  dy ,  0 
ds  ,   dx ,  dy 


ds  dy) 


A(x  =  —Xdy-  —  S  drdy  +  T{drdx 
Wegen  zl  =  0  muß  auch 

Xdy-  +  Sdrdy  -\-  T{dsdy  -drdx)  -  0 
sein;  hieraus  ergibt  sich,   wenn   man  den  aus  A  =  0  be- 


rechneten Wert 


S  = 


Edy'  +  Tdx^ 


0 


dxdy 
einsetzt, 

Xdxdy  -r  Edrdy  -\-  T  dsdx 

Ähnlich  erhält  man  die  Gleichung 

Y  dx  dy  i-  R  ds  dy  +  T  dt  dx  =  0  . 

Längs  der  Charakteristik  sind  also  die  folgen- 
den Gleichungen  erfüllt: 

F{x,  y,  z,  p,  q,  r,  s,  t)  =  0  , 

dz  ^  p  dx  -r  qdy  , 

dp  =  rdx  -\-  sdy  , 

dq  =  s  dx  -j-  tdy  , 

Rdy^  -  Sdxdy  -\- T dx-  =  0  , 

Xdxdy  ■\-  R  dr  dy  +  Tdsdx^O  , 

Y dxdy  -r  Rds  dy  -T  T dtdx  =  0  . 

Wir  zeigen,  daß  diese  Gleichungen  nicht  unabhängig 
voneinander  sind.  Wenn  man  die  beiden  letzten  Glei- 
chungen (13)  durch  dy  bzw.  dx  dividiert  und  addiert, 
erhält  man 


(13) 


Xdx+Ydy  ^Rdr-tiT^^R -f^) 
-^  \     dy.  dx/ 


oder  mit  Eücksicht  auf  J 

Xdx  +  Ydy  +  Rdr 


dx 
dy 

0 
Sds 


R^]ds  +  Tdt 
dx 


0 


Tdt  =^dF  ==0 
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Wir  nehmen  an,  die  Diskriminante  S-  —  XRT  der 
quadratischen  Gleichung 

(14)  Rm-  -  ßm-^T  ^0 

sei  von  Xull  verschieden.  Sind  überdies  R  und  T  von 
Null  verschieden,  so  sind  die  voneinander  verschiedenen 
Wurzeln  w,  und  Wg  der  Gleichung  (14)  weder  gleich  Xull 
noch  unendlich  groß,  und  es  ist 

JR(mi  +  m.^  =  S  ,       Rtny^m.^  =  T  . 

Die  Gleichung  zJ  =  0  zerfällt  in  die  beiden  Gleichungen 

dy  =  niydx  ,       dy  ^  m^dx  . 

Wir  erhalten  zwei  Systeme  von  Charakteristiken,  je  nach- 
dem wir  die  Gleichung  zl  =  0  durch  die  eine  oder  die 
andere  dieser  beiden  Gleichungen  ersetzen.  Das  erste 
Charakteristikensystem  genügt  den  Differential- 
gleichungen 

dy 

ji  " ""  • 


(16) 


dx""^'"'" 

dp 

dr            ds 

X 

dx         ^  dx 

R 

ds             dt 
dx         '  dx 

Y 
R 

')■ 


Durch  Vertauschung  von  m^  und  )ii.2  erhält  man 
die  Differentialgleichungen  des  zweiten  Systems 
von  Charakteristiken.  Da  die  sechs  Differential- 
gleichungen (15)  die  unabhängige  VeränderUche  x  und  die 
sieben  abhängigen  Veränderlichen  y,z,p,q,r,s,t  ent- 


*)  Hierbei  ist    ^ =  m,  gesetzt. 
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lialtcn,  so  kann  man  für  eine  der  abliängigen  Veränder- 
lichen eine  willkürliche  Funktion  vona;  setzen  und  dann 
noch  die  Werte  vorschreiben,  welche  die  übrigen  abhängigen 
Veränderlichen  für  einen  gegebenen  Wert  von  x  annehmen. 

Wir  behalten  die  Annahme  bei,  daß  8''  —  4:RT  von 
Null  verschieden  ist;  die  Voraussetzung,  daß  weder  R 
noch  T  verschwindet,  lassen  wii-  jedoch  fallen. 

Ist  T  ==  0  j  R  aber  von  Null  verschieden,  so  zerfällt 
die  Gleichung  (12)  in  die  beiden  Gleichungen 

Rdy  -  8dx  =  0 
und 

d!/  =  0. 

Man  erhält  ein  erstes  System  von  Charakteristiken,  dessen 
Gleichungen  aus  den  Gleichungen  (13)  dadurch  hervorgehen, 
daß  man  die  dortige  fünfte  Gleichung  durch 

Rdy  -  8dx  =  0 

ersetzt.  Für  ein  zweites  System  erhält  man  die  Gleichungen 

F{x,y,z,p,q,r,s,t)^0, 

dy  =  0  ,     dz  —  p  dx  ,     dp  —  r  dx  ,     dq  ^  s  dx  , 


(13«  )< 


dx  dx 

dx  dx 


Die    vorletzte    Gleichung    erhält    man    durch    Elimination 
von  a  und  ß  aus  den  Gleichungen 

X-{-Roc  +  Sß  =  0  , 
dr  =  adx,       ds  =  ßdx; 

ähnlich  ergibt  sich  die  letzte  Gleichung. 

Hat  man  gleichzeitig  R  =  0 ,  T  =  0,  so  hat  das  erste 
System  von  Charakteristiken  die  Gleichungen 

^F  =  0,    dy  =  0,    dz  =  pdx,    dp^rdx,    dq==sdx, 

<i^''f  x  +  8^^0,       y  +  s|i  =  o. 

dx  dx 
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Die  Gleichungen  des  zweiten  Charakteristikensystems  sind 
F  =  0,     dx  =  0,    dz^qdy,    (1p  =  sdij,    dq  =  td;i. 


(13") 


dy  dy 


Eine  nicht  singulare  Integralfläche 

z  =  0{x ,  y) 

der  partiellen  Differentialgleichung  (A)  enthält 
unendlich  viele  Charakteristiken,  und  zwar,  wenn 
S'^  —  ART  von  ifull  verschieden  ist,  unendlich  viele 
Charakteristiken  eines  jeden  der  beiden  Systeme. 
Die  Gleichung  (12) 

R  dy^  -  S  dx  dy  +  T  dx-  =  0  , 
worin 

C0  C0 

dx  cy   ' 

c^-0  c2^  C*20 

£x-  cxcy  ci/2 

gesetzt  wird,  stellt  eine  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung zwischen  x  und  y  dar,   welche  in  zwei  Gleichungen 

dy  =  m^{x ,  y)  dx  ,       dy  =  m.2  {x ,  y)  dx 

zerfäUt  (die  im  Falle  S^  -  4.RT  =  0  identisch  sind).  In- 
dem man  eine  dieser  beiden  Differentialgleichungen  inte- 
griert und  damit  die  Gleichung  z  =  <J>{x ,  y)  verbindet,  er- 
hält man  unendlich  viele  (von  einer  willkürlichen  Konstanten 
abhängende)  Charakteristiken  auf  der  Fläche  z  =  ^(.r,  y) . 

§  21.  Ein  weiteres  Existeiiztheorem. 

An  das  in  §  18  ausgesprochene  Existenztheorem  schließt 
sich  der  folgende  Satz  von  Goursat  an,  den  wir  in  §  22  zur 
Weiterführung  der  Theorie  der  Charakteristiken  benutzen. 

In  der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 
(B)  s  =  f{x,  y,  z,  p,  q,  r,  t) 

sei  /"  eine  analytische  Funktion,  welche  sich  in  der 
Umgebung  der  Werte  x  -=  .r^  ,  y  =  ?/o  >  ~  =  '='0  »  P  =  Po  ^ 


§21.    Ein  weiteres  Existenztheoivm.  1()!) 

q  =^  Qq  ,  r  =  r„  ,  t  =--  /,j  regulür  verhält,  wührend  die 
partielle  Ableitung 

6r 

für  diese  Werte  verschwindet;  ferner  seien  zwei 
analytische  Funktionen  (f{x)  und  yj{y)  gegeben, 
welche  bei  x  =  Xq  bzw.  y  =  t/o  regulär  sind  und  den 
Gleichungen 

9'(-^ü)  =  V'(yo)  =  ^0  , 

<p\^o)  =  Po  j       v'C^o)  =  5o  j 

9p''(a?o)  =  ro  ,       i/^"(2/o)  =  <o 

genügen.  Dann  wird  die  Differentialgleichung  (B) 
durch  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  x,^ ,  y^y^^  re- 
guläre Funktion  z  von  x,  y  befriedigt,  welche  sich 
für  y  =  yo  auf  (p{x)  und  für  x  =  Xq  auf  y^iy)  reduziert*). 
Zum  Beweise  nehmen  wir  x^^  =  0 ,  yo  =  0  an  und 
setzen 

z==z'  -{-  q^^{x)  +  vO/)  —  z^,-{-Axy, 

A  =  /■(() ,  0,  z^,,  pn  ,  qo  ,  /-o  ,  A.)  , 
so  daß 

p  -  -^  +  9;' (a;)  ^  Ay  , 

dz' 
q  =  j-  +  yj{y)  +  Ax, 

2*' 


o^s 


ex 
c^z 


c  a?  c  y 


*)  Die  Differentialgleichung  (B)  besitzt  eine  Integralfläche, 
welche  durch  die  beiden  sich  schneidenden  Kurven  y  =  y^y 
z  =  (p{^)  und  a-  =  Xg ,  z  =  li'(y)  geht. 
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BH' 


=  f{^,y,z,P,C[,r,t)-A 


cxdy 

über,  wo  die  rechte  Seite  nach  Einsetzung  der  obigen  Au.s- 
drücke  für  z ,  p  ,  q ,  r .  t  eine  Potenzreihe  von 

,         rz'  dz'  cV  ^2^' 


y 


dx  '       cy   '       ex-   '       dy'' 


ist,  welche  für  die  Null  werte  dieser  Größen  verschwindet; 
dasselbe  gilt  für  die  Ableitung  der  rechten  Seite  nach 

Wir  betrachten  demgemäß,  indem  wir  statt  z'  wieder  z 
schreiben,  eine  Differentialgleichung 

(16)  s  ==f{x,  y,  z,  p,  q,r,1)  , 

wo  /'  in  der  Umgebung  der  Werte  x  =  0 ,  y  =  0 ,  z  =  0 , 
;;  =  0,    g  =  0,    r  =  0,    t  =  0    regulär    ist    und    für    diese 

Werte  nebst  der  Ableitung   ^-   verschwindet.    Wir  suchen 

dr 

der  Gleichung  (16)  durch  eine  Funktion  z  von  x ,  y  zu  ge- 
nügen, welche  in  der  Umgebung  von  x  =  0 ,  y  =  0  re- 
gulär ist  und  sowohl  für  x  ^  0 ,  als  auch  für  y  =  0  ver- 
schwindet. 

Für  diese  Funktion  ist*) 

a=°'     &)r''  <'-^'--> 


und  nach  (16) 

'  c^z 


0 


\dx6y/Q 

Indem  man  die  Gleichung  (16)  nach  ir  oder  nach  y  partiell 
differentiiert,  erhält  man 


d^z 


dx^Sy  '         dxcy^ 


*)  Der  "Wert,  •welchen  eine  Funktion  ^  von  x .  y  für  .r  =  0 , 
y  =  0  annimmt,  wird  mit  ('P)^^  bezeichnet. 


§21.     Ein  w(-iteres  Existenztheorem.  111 

durch 

mul  die  Ableitungen  geringerer  als  dritter  Ordnung  aus- 
gedrückt; man  kennt  also  auch 


Durch  Fortsetzung    dieses   Verfahrens    erhält    man    sämt- 
liche Ableitungen 

0.«  +  »'; 


cx"  cy'/o 

durch   die  Operationen  der  Addition   und  Multiplikation. 
Es  ist  zu  zeigen,  daß  die  Eoihe  *S' 


;i7)  .  =  y- 


1     /   d''+''z 


X"  y' 


,u\  v\  \dx"  dy" )q 

konvergiert,  wenn    x    und    y    hinreichend  klein  sind. 
Wir  nehmen  an,  die  Eeihe  für  die  Funktion  f  sei  für 

x^o,        y    ^_Q,        z^Q,       \p\^Q,       \q^Q, 

r   ^B  ,       \t  ]  ^  R 

konvergent  und  der  absolute  Betrag  von  f  sei  in  dem  an- 
gegebenen Gebiet  höchstens  gleich  M .     Die  Funktion 

[  y{x,y,-,  P,9,r,t) 


;i8) 


—  +  ?/ +  2^  +  ^  +  2 

1-^ 


Q  /   \  R 


wo  0  <  (X  <  1  ist,  läßt  sich  in  eine  Potenzreihe  von  x,  y , 
~  >  ?^  >  9  ?  *■  ?  ^  entwickeln,  in  welcher  das  konstante  Glied 
und  der  Koeffizient  von  r  gleich  Null  sind,  während  die 
übrigen  Koeffizienten  positiv  und  nicht  kleiner  sind  als 
die  entsprechenden  Koeffizienten  in  der  Eeiheuentwicklung 
der  Funktion  f .    Aus  der  Differentialgleichung 

(19)  s^V{x,  y,  s,  p,  q,  r,  t) 
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orliält  man  für  z  eine  Potenzroiho  *S"  von  x.y^  welclie 
für  a?  —  0  und  für  i/  =  0  verschwindet  und  deren  Koeffi- 
zienten positiv  und  nicht  kleiner  sind  als  die  absoluten 
Beträge  der  Koeffizienten  der  aus  (Iß)  erhaltenen  Reihe  S . 
Die  Differentialgleichung  (19)  geht,  wenn  man  für  z 
eine  Funktion  von  u  =  x  -\-  ay  setzt,  in 


(20) 


—  +  «  +  (1  +  a)  -— 
öc  au 


-  M 


über.    Wir  nehmen  \  so  klein  an,  daß  der  Koeffizient  von 

d^z 

~^— 7  positiv  ausfällt.    Die  rechte  Seite  der  Gleichung  läßt 

^^'  dz 

sich  in  eine  Potenzreihe  von  u,  z,  ~ —  mit  lauter  positiven 

du 

Koeffizienten  (ohne  konstantes  Glied)  entwickeln;  die  Glei- 
chung kann  auf  die  Form 

d-z  (  dz\ 


du-  \  du' 

gebracht  werden,  wo  fp  eine  Potenzreihe  mit  positiven 
Koeffizienten  und  mit  verschwindendem  konstanten  Glied 
ist.     Die  Gleichung  (20)  wird  durch  eine  Potenzreihe 

mit  positiven  Koeffizienten  befriedigt,  welche  für  hin- 
reichend kleine  Werte  von     u  ,  konvergiert. 

Die  Reihe  (21)  geht,  wenn  man  u  =  x  -\-  xy  setzt,  iu 
eine  Potenzreihe  S"  von  x .  y  mit  lauter  positiven  Koeffi- 
zienten über,  welche  in  der  Umgebung  von  a:  =  0 .  y  =  0 
konvergiert  und  der  Differentialgleichung  (19)  genügt.  Die 
Koeffizienten  der  Reihe  S'  sind  nicht  größer  als  die  ent- 
sprechenden Koeffizienten  der  Reihe  S" ;  denn  die  Koeffi- 
zienten von  a?=',  a;',  ,..,  y*.  y^ ,  ...  in  S"  sind  positiv, 
während  die  entsprechenden  Koeffizienten  in  S'  ver- 
schwinden,  und   die  übrigen  Koeffizienten  leiten  sich  aus 
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den  angegebenen  durch  Addition  und  ^Multiplikation  ab. 
Demnach  ist  auch  die  Eeihe  S'  und  weiterhin  die  Eeihe  S 
konvergent,  wenn  die  absoluten  Beträge  von  x  und  y  hin- 
reichend klein  sind. 


§  22.  Integralfi liehen,  welche  eiue  gegebene 
Charakteristik  enthalten. 

Es  sei  jetzt  eine  Charakteristik  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  (A)  gegeben,  d.  h.  eine 
einfache  Mannigfaltigkeit  von  Fläcbenelementen  zweiter 
Ordnung  {x ,  y ,  z ,  p  .  q ,  r ,  s ,  i),  welche  den  Gleichungen  (13) 
genügen.  Wir  fragen  nach  den  Integralflächen,  welche 
die  gegebene  Charakteristik  enthalten. 

Wenn  sich  die  Charakteristik  an  die  Kurve 

y  =  f{x),       z^g{x) 

anschließt,  bringen  wir  diese  Kurve  durch  Anwendung  der 
Substitution 

l^x,       \)=^y-f{x),       i  =  z-g{x) 

auf  die  Form 

1/  =  0  ,       z=^Q; 

längs   der  Charakteristik  ist  dann  dy  =  0 ,   dz  =  0 ,    also 
auf  Grund  der  zweiten,  dritten  und  vierten  Gleichung  (13) 

0  =  pdx,       dp=rdx,       dq  =  sdx, 

so  daß  die  Gleichungen   der  Charakteristik  die  Form  er- 
halten : 

y  =  0,       ^  =  0,  ?>  =  0,         q  =  qj{x), 

r  =  0  ,       s  =  cp'{x)  ,        t  =  iij{x)  . 

Diese  Gleichungen  gehen  durch  Anwendung  der  Substitution 

z'  =  z  —  ycp{x)  —  \y-xp{x) 
in  die  Form 

(22)    2/  =  0,    ^  =  0,    p  =  0.     g-0,    r  =  0.    s  =  0,     t  =  () 

über,  welche  wir  der  weiteren  Untersuchung  zugrunde  legen. 

Wir  suchen   die  Bedingungen  auf,    welche   die   linke 

Seite  F  der  Differentialgleichung  (A)  erfüllen  muß,  damit 

die  Gleichungen  (22)  eine  Charakteristik  darstellen.    Dabei 

Hörn,   Partielle  Differentialgleichungen.  8 
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nehmen  wir  an,  daß  sich  die  Funktion  F  in  der  Umgebung 
der  Werte  x  =  y  -=  z  =  .  . .  -=^  t  =  0  regulär  verhält. 

Da  längs  der  Charakteristik  dy  =  0  und  nach  (12) 

Rdy-  -  Sdxdy  +  Tdx^  =  0 

ist,  so  muß  T  =  0  sein.  Wenn  wir  annehmen,  daß  8^  — ABT 
an  der  Stelle  x  =  y  ^  .  .  .  =t  =  0  nicht  verschwindet,  so 
ist  S  an  dieser  Stelle  von  Null  verschieden,  und  die  Glei- 
chung F  =  0  läßt  sich  durch  Auflösung  nach  .s-  auf  die 
Form  bringen: 

s-=ax-{-hy-\-cz-{-dp  +  eq-\-hr-T-...  , 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  höherem  als  dem  ersten 
Grad  sind;  ein  Glied  ersten  Grades  in  t  kommt  nicht  vor, 
da  T  für  x  =  y  =  ...=t  =  0  verschwindet.  Wenn  man 
X  durch  x-\-hy  ersetzt,  wodurch  sich  die  Gleichungen  (22) 
nicht  ändern,  fällt  das  Glied  hr  fort,  und  die  Differential- 
gleichung erhält  die  Form 

.^.^,  is  =  f{x,y,::,p,q,r,t) 

\     =aX'rby  +  cz-rdp-{-eq-T.... 

Sollen  die  Differentialgleichungen  der  Charakteristiken,  die 
wir  jetzt  in  der  Form  (IB'^) 

F  =  0,     dy  =  0  ,     dz  =  pdx,     dp=-rdx.     dq^sdx, 

vF    ,   o-P    dF    ^      cF  dr  ds 

(Ix       ^  6z  c!p  dq  dx  dx 

BF    ,  dF  cF    ..cFds    .   dt 

dy        ^  dz  cp  cq  dx  dx 

einführen  müssen,  durch  die  Gleichungen  (22)  befriedigt 
werden,  so  muß 

1^  =  0,         ^  =  0 
dx  (y 

oder  wegen  F  ==  s  —  f 

dx  ( y 
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sein.     Die  Gleichung 

cF 

wird 

Die  Potenzreihe  f\x ,  y  ,  ^ ,  V  ,  q,  r  ,  t)  darf,  da  die 
Gleichung  (23)  für  y  =  z  =  p  =  q  =  r  =  t  =  0  den  Wert 
s  =  0  ergeben  muß,  kein  Glied  von  der  Form 

Konst.  a?"  {n  =  0 ,  1 ,  2 ,  . . .) 

df 
enthalten;  dasselbe  gilt  dann  für  -x— .    Damit  in  den  Ab- 

df  cf  ^^ 

leitungen  ^r—  und  -^^ ,    welche   für   ii  =  z^...=^t  =  Q 
cy  et 

verschwinden  müssen,  kein  Glied  mit  a?"  vorkommt,  darf  /" 

kein  Glied  mit  y x^  und  mit  ix'"-  enthalten.     Wenn  in  /" 

die  Glieder  mit  £c" ,  y  x'^  und  tx^  (w  =  0,  1,  2,  . .  .)  fehlen, 

stellen  die  Gleichungen  (22)  wirklich  eine  Charakteristik 

der  Differentialgleichung  (23)  dar. 

Die  Funktion  ijj{y)  verhalte  sich  in  der  Umgebung 
von  2/  ==  0  regulär  und  verschwinde  für  y  =  0  nebst  ihren 
beiden  ersten  Ableitungen.  Nach  dem  in  §  21  bewiesenen 
Satze  besitzt  die  Differentialgleichung  (23)  ein  in  der  Um- 
gebung von  a?  =  0  ,  y  ==  0  reguläres  Integral  z ,  welches 
sich  für  y  =  0  auf  0  und  für  x  =  0  auf  if'{y)  reduziert. 
Wir  zeigen,  daß  in  der  Potenzreihenentwicklung  dieses 
Integrals  die  Glieder  mit  x^y  und  x''y'-  (w  =  0,  1,  2,  . . .) 
fehlen. 

Zunächst  ist*) 


Durch  Differentiation  der  Gleichung  (23) 
s  =  f{oo,y,s,p,q,r,t) 

*)  Unter  {<p)q  wird  der  Wert  der  Funktion  7    von  x ,  y  für 
X  =  2/  =  0  verstanden. 
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nach  y  erhält  man 


(24) 


cxoy 


cy         dz  cp  cq 


+  5 


c^z  df   S^z 

^  IT  Jy^ 

cf 


er    cx^  cy 

Da  für  aj  =  i/  =  0   z ,  p ,  q,  r ,  t  sowie  f, 
verschwinden,  so  ist  auch 

e^z 


,dxdy/o 

Wir  nehmen  an,  es  sei 

c'+'^z 


=  0, 


vz 


dxc'y^  Jo 


[dsföyJo  ~~      '  [ßx'eyy 


und  zeigen,  daß  dann  auch 
dx'^cyJo "     ' 


■  n  +  2. 


cx^  dy^lo 


=  0 . 
0, 

=  0 


er       et 


{i<n) 


Alle  Glieder  der  Entwicklung  der  Funktion  /"  ent- 
halten eine  der  Größen  y ,  z ,  p  ,  q ,  r ,  1  als  Faktor.  Wenn 
man  zur  Berechnung  von 


dx^dy 


die  Gleichung  s  =  f  {n  —  l)-mal  nach  x  differentiiert,  ent- 
hält jedes  Glied  des  Ergebnisses  eine  der  Größen 


dz 


-v  +  i 


'      dx'     •  •  • 
S'^z 


CiT' 


,n+l    ' 


dy   '      ■"  '      (x"-^dy  ' 
folglich  ist 


e^z 


a»+*« 


r  .1'"-'  c  u' 


^ti  +  i, 


cx**  oy  Jo 


=  0. 
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B-'z 
Auch    alle  Glieder   des  Ausdrucks  (24)  für    , — ^-  ,,  ,    ab- 
gesehen von  dxcy- 

^^''  er  dx^dy  "^  dt  cnß  ' 

enthalten  eine  der  Größen  y ,  z ,  p ,  q ,  r ,  t  als  Faktor, 
und  wenn  man  zur  Berechnung  von 

dx^'dy- 

die  Gleichung  (24)  w  — 1-mal  nach  x  differentiiert,  ver- 
schwinden die  Glieder  wie  vorhin  für  x  =  y  ^0 .  Einer 
besonderen  Prüfung  bedarf  der  Ausdruck  (25).  Wenn  man 
das  Produkt 

C/'         C  32! 

dr  cx^dy 

(w  — l)-mal  nach  x  differentiiert,  enthalten  alle  Glieder 
eine  der  Ableitungen 


c'z 


5n  +  l-  fn+2, 


ex^dy  '       "*'       eafdy^      dx^'+^dy^ 

und  zwar  erscheint  die  zuletzt  erwähnte  Ableitung  mit  dem 

cf 
Faktor   ^  .     Die  Größen 

Xdx^dyJo'  '     \dx^-'^eyJo 

sind   der  Voraussetzung   nach   Null,    wir   haben    gesehen, 
daß  auch 


Xdx^'dy/o 


dx^'dyJo 

cf 
ist,  und  wissen,  daß  -^  für  die  Nullwerte  der  Argumente 
er 

verschwindet.     Die  (w  —  l)-te  Ableitung  des  Produktes 

df  o^z 

1t~dy^ 
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nach  X  setzt  sich  aus  Gliedern  von  der  Form 


,n-v  -1     fl  1/3  + » 


otc'x^-"-^  cy 


(v==0,  1,  ...,n-l) 


zusammen.     Da  -J~  ebenso  wie  f  nur  Glieder  mit  einem 
üt 

der  Faktoren  y ,  z,  p  ,  q,  r ,  t  enthält,    verschwinden   für 

X  =^  y  ^  0  alle  Glieder  von 


ßa^-"-!  \et) ' 


daf- 
Damit  ist  nachgewiesen,  daß 


C"Z 


>+!/ 


(71  =  0,1,2,...) 

ist.  Das  Integral,  welches  die  gegebeneu  Anfangsbedingungen 
erfüUt,   gestattet  eine  Eeihenentwicklung  von   der  Form 

(27)  z  =  cp^  [x)  2/3  +  (joja-)  2/*  +  .  .  .  , 

WQ  9^3 ,  7  .i ,  •  .  .  Potenzreihen  von  x  sind.  Demnach  ist 
für  y  =  Q 

«  =  0,     2>  =  Ü,     g  =  0.     r  =  0,     s  =  0,     <  =  0. 

Die  Gleichung  (27)  stellt  also  eine  Integralfläche  der 
partiellen  Differentialgleichung  (23)  dar,  welche  die  Cna- 
rakteristik  (22)  enthält.  Die  Koeffizienten  der  Potenz - 
reihe  xp{y)  können  willkürlich  gewählt  werden,  sofern  nur 
die  Bedingungen  für  die  Konvergenz  erfüllt  sind.  Es  gilt 
also  der  Satz: 

Eine  gegebene  Charakteristik  der  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

F{x,  y ,  z^p,  q,r,  s,t)  =  0 

gehört  unendlich  vielen  Integralflächen  an,  welche 
von  unendlich  vielen  willkürlichen  Konstanten  ab- 
hängen. 

Diese  Integralfläoheu  haben  län.irs  der  gegebenen  Cha- 
rakteristik eine  Berührung  zweiter  Ordnung*). 

*)  Auf  Existenztheoreme  und  Ch.nrakleristiken  beziehen  sii-h 
weitere  Arbeiten  von  Goursat  (Bull,  de  la  Soc.  math.  de  Franot-, 
1906;  Ann.  de  la  Fac.  de  Toulouse.  1903,  1904.  Ib06). 
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§  23.     Charakteristiken  der  Moiige-Ampere sehen 
I)ifferent!silg:leichung. 

Wir  besohäfti,s:en  uns  eingehender  mit  einer  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  in 

bezug  auf 

r  ,     s  ,     t  ,     rt  —  s- 

linear  ist,  d.  h.  mit  einer  Gleichung  von  der  Form 

(C)  Hr-\-2Ks  +  Lt  + M +  N{rt-s^)  =  0  , 

worin  H ,  K ,  L ,  J/  ,  N  von  x ,  y  ,  z ,  p  ,  q  abhängen 
(Differentialgleichung  von  Monge  und  Ampere). 
Wir  suchen  eine  IntegTalfläche  zu  bestimmen,  welche 
durch  einen  gegebenen  Streifen  von  Flächenelementen  erster 
Ordnung  geht;  es  seien  also  x,  y,  z,  p,  q  gegebene  Funk- 
tionen eines  Parameters  u ,  welche  die  Bedingung 

dz  =  p  clx  -T  qdy 

erfüllen.  Um  die  Werte  von  r ,  s ,  t  zw  berechnen,  welche 
einem  Element  des  gegebenen  Streifens  entsprechen,  haben 
wir  die  Gleichung  (C)  mit  den  Gleichungen 

dp  ==^  rdx  -\-  sdy  , 

dq  =  sdx  +  tdy 

zu  verbinden.  Durch  Elimination  von  r  und  t  erhält 
man  für  s  die  Gleichung 

Ps-Q  =  0, 
wobei  gesetzt  ist: 

P  =  Hdy-  —  2Kdxdy  +  Ldx-  -j-  N{dxdp  +  dy  dq) , 


(-8)   , 

Q  =  H  dp  dy  -\-  L  dq  dx  -{-  31  dx  dy  +  i^  dp  dq  . 

Ist  P  von  S'ull  verschieden,  so  sind  r ,  s ,  t  eindeutig  be- 
stimmt; dasselbe  gilt  nach  §  19  auch  von  den  partiellen 
Ableitungen  höherer  Ordnung,  so  daß  durch  den  gegebenen 
Streifen  eine  Integralfläche  eindeutig  bestimmt  ist.  Ist 
P  =  0 ,  aber  Q  von  Null  verschieden ,  so  sind  für  r,  s  ,t 
keine*  endlichen  Werte  vorhanden.     Hat  man  gleichzeitig 

P  =  0,     Q  =  0, 

so  sind  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  r,  s,  t 
nicht  bestimmt;  der  gegebene  Streifen  wird  dann  ein  cha- 
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rakteristischer  Streifen  oder  eine  Charakteristik 
erster  Ordnung  genannt. 

Ein  charakteristischer  Streifen  genügt  den  Gleichungen 

(29)  P  =  0  ,     Q  =  0 
in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

dz  =  p  dx  -\-  qdy  . 
Aus  den  Gleichungen  (29)  folgt  bei  beliebigem  Ä 
Ä  P  +  NQ  =  {N dp  -{-  L dx  +  Xdy)  {N dq  +  E dy  -\-  /.  dx) 
-{k^  +  2Kl-\-BL-  MN) dxdy  =^0 
oder,  wenn  l  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(30)  P-\-2Ek-{-HL-  MN  ^0 
ist, 

/  P  +  NQ  =  {Ndp  +  L  dx  -r  /  dy)  {Ndq  ^  E  dy -r  kdx)  =  0  . 

Hat  die  quadratische  Gleichung  (30)  die  beiden  Wurzeln  Aj 
und  /o ,  so  gilt  die  letzte  Gleichung  sowohl  für  /  =  A^  als 
auch  für  Z  =  ^2  j  "^enn  N  nicht  verschwindet  und  /j ,  /.. 
voneinander  verschieden  sind,  sind  die  Gleichungen  P  =  0 , 
Q  =^0  und  Ä^P  +  NQ  =  0  ,  LP  +  NQ  =  0  äquivalent;  es 
ist  also  entweder 

I  Ndp  -{-  Ldx  -\-  Ä^dy  =^  0  , 

(31)  Ndq  -^Edy+hdx=^0, 

[  dz  =  p  dx  -\-  qdy 

oder 

(  Ndp  -\-  Ldx  +  Ldy  =^0  , 

(32)  I  Ndq  +  Edy-\-  ?.idx  =  0  , 
I  dz  =  p  dx  -\-  qdy  . 

Ist  N  =  0,  liegt  also  die  in  r,  «,  <  lineare  Gleiohuncr 
(C)  .Er-\'2Ks-\-  Lt-i-  M  =  0 

vor,  so  ist 

P  =  E  dy-  -  2  K  dx  dy  +  L  dx- , 
Q  =  E dp  dy  -\-  Ldqdx  +  M dxdy  . 
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Ist  H  von  Null  verschieden,  so  seien  X^  und  L  die    '^('^ 
beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

(33)  Hl-'~2KX^L  =  0, 

so  daß 

P  =  ^{dy  —  \d,x)  (dy  —  L  dx) 

ist.     Dann  zerfallen  die  Gleichungen  P  =  0 ,  Q  =  0  in 

dy  —  X^dx  =  0  , 


'  Hkidp-{-Ldq+ MX^dx  =  0 
und 

,^  (  dy  —  Ldx  =  0  , 

(35  l  J        2  , 

\  HL2dp-i-Ldq'\-3IL^dx=^0  . 

Die  Gleichungen  (34)  und  (35),  zu  welchen  jedesmal  noch 
die  Gleichung 

dz  =  pdx  +  qdy 

hinzuzufügen  ist,  stellen  die  beiden  Systeme  von  Charakte- 
ristiken dar. 

Ist  jBT  =  0  ,  i  I  0  ,  so  hat  man  \    -tt^/ 

P  =  -dx{2Edy-Ldx)  ,  \ 

Q  =  dx{Ldq-\-  M dy)  . 

Man  hat  zwei  Systeme  von  Charakteristiken  mit  den  Glei- 
chungen 

{  2Kdy  -Ldx  =  0  , 
36)  {  '-■- 

\     Ldq-\-Mdy  =  {) 

und 

(37)  j  '^-^' 

Die  letzte  Gleichung  ergibt  sich  durch  Elimination  von 
s  und  t  aus  den  drei  Gleichungen 

2Ks  +  Lt-\-  M  ^0  ,  I 

dp  =  s  dy  ,       dq=^  tdy  .  \ 

Zu  (36)  kommt  die  Gleichung  ' 

dz  =  pdx  -\-  qdy  , 

zu  (37)  die  Gleichung 

dz  =  q  dy  . 
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Ist  H  =  0 ,  i  ^  0 ,  HO  nimmt  jede  der  beiden  Glei- 
chungen P  ==  0 ,  Q  =  0  die  Form  dxdy  =  0  an,  so  daß 
entweder  dx  =  0  oder  dy  =  0  ist.  Durch  Elimination  von 
s  aus  den  Gleichungen 

2Ks-^3I  =  0,     dy^sdy 

^^^'  2Ks  +  3I  =  0,     dq  =  sdx 

erhält  man  die  beiden  Systeme  von  Charakteristiken 

i  dx=^0  , 

(38)  ^   ' 

^     ^  I  2Kdp-^  2Iäy  =  0 

und 
(39) 


^^  =  0,  ,  .   ^^ 


I  2Edq  +  3Idx  =  0  . 

Zu  den  beiden  Gleichungen  (38)  bzw.  (39)  tritt  noch  die 

Gleichung  j     ,      ^ 

dz  =  p  dx  -\-  q  dy 

hinzu,  d.  h.  zu  (38)  die  Gleichung 

dz^qdy, 
zu  (39)  die  Gleichung 
—-  dz  =  p  dx  . 

Wir  bringen  die  Theorie  der  Charakteristiken  erster 
Ordnung  der  Monge -Ampere  sehen  Gleichung  (C)  mit 
der  in  §^  20 — 22  entwickelten  Theorie  der  Charakteristiken 
der  allgemeinen  partiellen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  Verbindung. 

Die  Differentialgleichungen  der  Charakteristiken  der 
partiellen  Differentialgleichung 

F{x,  y,  z,  p,  q,  r,  s,  t)  =  0 

hatten  sich  in  §  20  in  der  Form  ergeben: 

^  =  0, 

Kdy^  -  S  dxdy  +  Tdx^-  =  0  . 

dz  =  pdx  -r  qdy  , 

(40)  l  X  dx  dy  +  B  dr  dy  -^  Tdsd  x  -  0  , 

Ydxdy  +  Eds  dy  -p  Tdt  dx   -  n  . 

dp  =  rdx  -\-  sdy  , 

dq  =  s  dx  -r  tdy  . 
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Wenn 

F  =  Er  -\-  2 K s  +  Li  +  M  +  I^^{rt  -  s'-) 
gesetzt  wird,  ist 


Ä  = 

dF 

er 

=  H  +  Nt, 

5f  = 

dF 
ds  ' 

=  2{K-Ni 

T  = 

dF 

et 

=  L  +  Nr  . 

Die  zweite  Gleichung  (40)  wird  hiernach 
HdAß  —  2Kdxdy  +  L  dx^ 
H-3>  dx'-  -r2sdxdij  +  t  dy^)  =  0 
oder,  da  mit  Eücksicht  auf  die  beiden  letzten  Gleichungen  (40) 

rdx^-\-  2s  dxdy  -\-  tdy^=  dx{r  dx  +  s  dy)  +  dy{sdx-\-  tdy) 

==  dxdp  +  dy  dq 
ist, 

(41)  H dy'^  -2Kdxdy  +  L dx^  +  N{dx dp  -{-dydq)==0  . 

Wenn  man  die  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  (40) 
berechneten  Werte  von  r  und  t  in  (C)  einsetzt  und  die 
Gleichung  (41)  berücksichtigt,  erhält  man 

(42)  Hdpdy  -\-Ldqdx  +  Mdxdy  +  Ndpdq^O  . 

Die  Gleichungen  (41)  und  (42),  welche  mit  den  Gleichungen 
P  =  0 ,  ^  =  0  übereinstimmen ,  können  an  die  Stelle  der 
beiden  ersten  Gleichungen  (40)  gesetzt  werden. 

An  die  Stelle  der  drei  ersten  Gleichungen  (10)  setzen 
wir  die  drei  Gleichungen 

(43)  P  -  0  ,     Q  =  0  ,     dz--=pdx  +  qdy 

zwischen  x ,  y ,  z ,  p  ,  q,  welche  eine  Charakteristik  erster 
Ordnung  definieren,  während  zur  Definition  einer  Cha- 
rakteristik zweiter  Ordnung  zu  den  Gleichungen  (43)  noch 
die  vier  letzten  Gleichungen  (40)  hinzuzufügen  sind.  Die 
Differentialgleichungen  (43)  der  Charakteristiken  erster 
Ordnung  können  wie  oben  umgeformt  werden. 
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Jede  Charakteristik  zweiter  Ordnung  der 
Monge-Ampäreschen  Gleichung  (C)  enthält  eine 
Charakteristik  erster  Ordnung.  Umgekehrt  ist,  wie 
wir  zeigen  werden,  eine  Charakteristik  erster  Ord- 
nung, für  welche  S-  —  iRT  von  Is'ull  verschieden 
ist,  in  unendlich  vielen  Charakteristiken  zweiter 
Ordnung  enthalten,  welche  von  einer  willkürlichen 
Konstanten  abhängen. 

Sind  nämlich  längs  einer  Charakteristik  erster  Ord- 
nung X ,  y  ,  z ,  p ,  q  als  Funktionen  eines  Parameters  u  ge- 
geben, so  hat  man  zur  Bestimmung  von  r,  s,  t  die  drei 
Gleichungen 

dp  =  r  dx  -r  s  dy  , 


(44)  dq  =  s  dx  -^  t  dy  , 

\  Xdxdy  -^  Rdrdy  ^  Tdsdx^  0  . 

da  (S.  105)  die  fünfte  Gleichung  (40)  eine  Folge  der  übrigen 
ist.     Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (44)  folgt 

dp  —  sdy  dq  —  sdx 

dx  dy 

und  aus 

d'-p  =  r  d'-x  -f  s  d'^y  -\-  dr  dx  -f  ds  dy 

erhält  man 

d^p  —  r  d'X  —  s  d^v  —  ds  dy 

dr  =    -i . 

dx 

Wenn  man  diesen  Ausdruck  für  dr  in  die  letzte  Glei- 
chung (44)  einsetzt,  erscheint  ds  mit  dem  Faktor 

Rdy-  -  Tax-, 

Avelcher  nicht  verschwindet;  denn  die  Bedingung  für  das 
gleichzeitige  Bestehen  der  beiden  Gleichungen 

Rdy^-Tdx^  =  0,     R dij- -  Sdxdy  +  T dx'- =  0 

ist  S-  —  ART  =  0 .  Durch  Elimination  von  r  und  t  aus 
den  drei  Gleichungen  (44)  erhält  man  für  ,s  die  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

(*5)  1^  =  /■"■">• 
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aus  welcher  sich  s  als  Funktion  von  u  mit  einer  willkür- 
lichen Konstanten  ergibt.  Die  beiden  ersten  Gleichungen  (44) 
liefern  hierauf  r  und  t  als  Funktionen  von  u  .  Ist  der 
Wert  von  s  für  einen  bestimmten  Wert  von  w  gegeben,  so 
sind  r ,  s  ,  t  längs  der  Charakteristik  erster  Ordnung  be- 
stimmt. 

Wir  können  dieses  Ergebnis  auch  so  aussprechen: 

Wenn  zwei  Integralflächen  der  Monge-Amp^re  - 
sehen  Gleichung  in  einem  Punkte  einer  ihnen  ge- 
meinsamen Charakteristik  erster  Ordnung  eine  Be- 
rührung zweiter  Ordnung  haben,  haben  sie  längs 
der  Charakteristik  eine  Berührung  zweiter  Ord- 
nung. 

Indem  wir  die  letzten  Sätze  mit  dem  in  §  22  bewiesenen 
Satze  über  die  Integralflächen  der  allgemeinen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  durch  eine  gegebene  Charak- 
teristik verbinden,  erhalten  wir  den  Satz: 

Durch  eine  Charakteristik  erster  Ordnung  der 
Monge-Amp^reschen  Gleichung  gehen  unendlich 
viele  Integralflächen,  welche  von  unendlich  vielen 
willkürlichen  Konstanten  abhängen. 

Denn  die  gegebene  Charakteristik  erster  Ordnung  ge- 
hört unendlich  vielen  Charakteristiken  zweiter  Ordnung 
(mit  einer  willkürlichen  Konstanten)  an,  und  durch  jede 
solche  Charakteristik  zweiter  Ordnung  gehen  unendlich 
viele  Integralflächen  (mit  unendlich  vielen  willkürlichen 
Konstanten). 

Eine  Integralfläche  der  Monge-Amp^reschen 
Differentialgleichung  (C)  enthält  unendlich  viele 
Charakteristiken  und  zwar,  wenn  /^  und  I,  ver- 
schieden sind,  unendlich  viele  Charakteristiken 
eines  jeden  der  beiden  Systeme.  Umgekehrt  stellt 
jede  Fläche,  welche  oo^  Charakteristiken  eines 
Systems  enthält,  ein  Integral  dar. 

Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  in  dem  auf  S.  108  aus- 
gesprochenen Satze  für  die  allgemeine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  enthalten. 

Um  die  zweite  Behauptung  zu  beweisen,  nehmen  wir 
an,  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  z  =  ^{x,y)  gehe  eine 
auf  der  Fläche  gelegene  Charakteristik  des  ersten  Systems. 
Setzt  man 
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C)^0  C^0  C20 

dx^   '  dx  dy  '  cy^ 

und  geht  man  von  dem  beliebigen  Fläcbenpunkte  {x,  y,  z) 
längs  der  erwähnten  Charakteristik  weiter,  so  gelten  die 
Gleichungen  (31) 

Ndj)  +  Ldx  +  ^idy  =  0  , 

Ndq  +  l^dx-\-Edy  =  0 
und 

dp  =  r  dx  -\-  s  dy  , 

dq  =  sdx  -{-  tdy  . 

Durch  Elimination  von  dp  und  dq  erhält  man  die  Glei- 
chungen 

(Nr  +  L)  dx  +  {Ns  +  AJ  dy  ^  0  , 

{Ns  +  ;.2)  dx  -^{Nt  +H)dy  =  0  , 

und  hieraus  geht  durch  Elimination  von  dx:dy  die  Glei- 
chung 

{Nr  +  L)  {Nt  +  ff)  -  {Ns  +  k,)  {Ns  +  /,)  =  0 

hervor,  welche  mit  (C)  übereinstimmt.  Da  die  partiellen 
Ableitungen  von  ^{x,  y)  der  Gleichung  (C)  genügen,  so  ist 
z  =  ^{x,  y)  eine  Integralfläche. 

Der  unter  der  Voraussetzung  eines  von  Null  ver- 
schiedenen N  geführte  Beweis  läßt  sich  auf  den  Fall  JV  =  U 
übertragen. 

Sj  24.    Intcgricrbare  Fälle  der  Monge- Amperesehen 
Ditferentlalgleichung. 

Kur  in  besonderen  Fällen  sind  wir  in  der  Lage,  die 
Differentialgleichung  (C)  durch  Zurückführung  auf  gewöhn- 
Hche  Differentialgleichungen  zu  inte;zrieren. 

Wir  setzen  vorläufig  voraus,  daß  T  nicht  identisch 
verschwindet;  auf  die  Abänderungen,  welche  im  Falle 
^  =  0  eintreten,  kommen  wir  später  zurück. 

Wir  untersuchen  zunächst,  ob  eine  Funktion  V  von 
^  1  y  1  "  i  V  }  Q.  vorhanden  ist,  deren  Differential  rfl'  infolge 
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der  Differentialgleichungen  (31)  des  einen  Charakteri.stiken- 
systems  verschwindet.     Setzt  man 

dV  c'V  (V  IV  dV 

dv  =  V-  äx  -\-  -TT—  dy  +  -.—  dz  +    ,--  dp  +  ^r—  da 

dx  d.y     ^        ciz  dp     ^         6q     ^ 

und  drückt  man  vermittels  der  Gleichungen  {^1}  dz ,  dp  ,  dq 
durch  dx ,  dy  aus,  so  müssen  die  Koeffizienten  von  dx 
und  dy  verschwinden,  so  daß  sich  für  V  die  beiden  Unearen 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ergeben: 

L   CV        h   dV 


(46) 


dV  dV 

A{V)  =  -~-+p^- 

cx  dz 


B{V) 


cV  dV 

~ — h  g-^ 

cy  cz 


N  dp 
X^  cV 
~NJp 


N   6q 

N   dq 


Nach  dem  in  §  5  dargestellten  Verfahren  erkennt  man, 
ob  das  System  (46)  gar  keine  Lösung  besitzt,  oder  ob  eine, 
zwei  oder  drei  unabhängige  Lösungen  vorhanden  sind.  Das 
System  (46)  besitzt  nur  dann  drei  unabhängige  Lösungen, 
wenn  es  vollständig  ist,  d.  h.  wenn  die  Gleichung 

A{B{V))-B{A{V))==0 
oder 


(Mq)- 

-(^))|^  + 

K#)- 

+ 

(-t' 


eine  Folge  der  Gleichungen  (46)  ist. 


SV 

CO 

cV 

cq 


ev 


Die  Gleichung  (47),  welche  weder  -7, —  noch 

dx 


=  0 


dV 
dy 


ent- 


hält,  kann  nur  dann  infolge  der  Gleichungen  (46)  erfüllt 
sein,  wenn  sie  identisch  erfüllt,  wenn  also 

h  -  h 


(48) 


A{q)-B{p) 
L 


B 


B 


-A 


A 


N 
N 


0, 
0, 
0 
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ist.  Nur  wenn  äi  =  /^  =  —K  ist,  wenn  also  die  beiden 
Systeme  von  Charakteristiken  zusammenfallen,  können  drei 
unabhängige  Funktionen  V  vorhanden  sein. 

Sind  /j  und  Ag  voneinander  verschieden,  eo  entspricht 
dem  ersten  Charakteristikensystem  das  System  linearer 
partieller  Differentialgleichungen  (46),  dem  zweiten  Charak- 
teristikensystem das  System  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen 


(460 


^    ^        tx       ^  dz 

cV  dV 

i?'(F)  =  V-+  q-~ 

^    '        cy  oz 


L  ev 

}.,   cV 

=  0, 

'W~dp~ 

N   öq 

N  dp 

H  cV 

N   oq 

=  0  . 

Wir  heben  den  Satz  hervor; 

Verschwindet  d7  infolge  der  Differentialglei - 
ehungen  der  Charakteristiken  des  ersten  bzw. 
zweiten  Systems,  so  genügt  V  =  V{x,  y ,  z,  p  ,  q)  den 
Differentialgleichungen  (46)  bzw.  (46'). 

Ist  V  eine  beliebige  Lösung  des  Systems  (46),  V"  eine 
beliebige  Lösung  des  Systems  (46'),  so  ist 

(49)  [F,  71  =  0  , 

wenn   man  die  in  §  17  eingeführte  Bezeichnung  benutzt: 
dV  (dV  cV'\       (V  (dV  dY\ 

'     '       ■*        dp  \dx  dz  I         cp    \dx       '^  c  z  I 


-'--^l-3r-+  9-?T-)---rr-lTT;  +9^) 


dp  \  dx  dz  I         dp 

dV 

dq  \  dy     '    ^    cz  I         dq    \dy 

Man  sieht  nämlich,   daß   der  Ausdruck  [F,  F']   identisch 
versehwindet,   wenn  man  vermittels  der  Gleichungen  (46) 

dV  dV        dV  öF        ,       ,         öV        dV 

-^ hp—-,     -5 \-q-^        durch        r— ,     ^— 

dx        "^  dz  ^      dy        ^  dz  üp         cq 

und  vermittels  der  Gleichungen  (46') 

rF'  dV        dV  dV        ,       ,         cV        dV 

dx  dz  dy         ^    dz  <  P  <^Q 

ausdrückt.     Nennt  mau  zwei  Funktionen  u,  v  von  x,  y, 

^  1  P  1  Qi  welche  die  Bedingung  [u  ,  r]  =-  0  erfüllen,  involu- 

torisch,  so  kann  man  sagen:  eine  beliebige  Lösung  V 
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von  (4G)  und  oino  beliebige  Lösung  V  von  (460  •'51°*^ 
involiitoriscli.  Im  Falle  Aj  ==  ^.o ,  in  welchem  das 
System  (46')  mit  dem  System  (46)  zusammenfällt,  sind 
zwei  beliebige  Lösungen  des  Systems  (46)  involutorisch. 
Sind  Vi  und  K,  Lösungen  des  Systems  (46)  oder  (460, 
so  ist  auch 

wo  (P  eine  willkürliche  Funktion  darstellt,  eine  solche  Lösung. 
Die  Gleichung 

(50)  yiii^,  y,  '^f  Pj  Q)  =  konst. 

wird  ein  Zwischenintegral  der  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  (C)  genannt,  wenn  sämtliche 
Integrale  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung (50)  (allenfalls  von  den  singulären  Integralen  ab- 
gesehen) der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung genügen. 

Die  Gleichung  (50)  ist  dann  und  nur  dann  ein 
Zwischenintegral  der  partiellen  Differentialglei- 
chung (C),  wenn  V  dem  System  (46)  oder  dem 
System  (46')  genügt. 

Zum  Beweise  beachten  wir,  daß  jedes  nicht  singulare 
Integral  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (50) 

y{x,  y ,  z,  p ,  q)  =  konst. 

aus  oc^  ihrer  Charakteristiken  besteht,  deren  Differential- 
gleichungen lauten: 

dx  :  dy  :  dz  :  dp  :  dq 
(51)1       dV     dV        dV  eV         (cV  cV\         (ÖV  cV' 

dp      öq         cp  ^q         \^x  czj         \cy  dz. 

Das  eine  Charakteristikensystem  der  partiellen  Differential- 
gleichung (C)  hat  die  Differentialgleichungen  (32) 

dz  —  p dx  —  qdy  =  0  , 

Ndp  -\-  Ldx  +  /g  dy  =  0  , 
Ndq  +  X^dx  +  Edy  =  0  . 

Das  System  (46)  wird  erhalten,  indem  man  in  den  beiden 
letzten  Gleichungen  (32)  für  dx  :  dy  :  dp  :  dq  die  aus  (51) 

Hörn,  Partielle  Differentialgleichungen.  9 
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entnommenen  Werte-  setzt.  Die  Gleichungen  (46)  sagen 
also  aus,  daß  sämtliche  Cliarakteristiken  der  Difierential- 
gleichung  V  =  konst.  dem  einen  Charakteristikensystem 
der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  angehören. 

Ist  (50)  ein  Zwischenintegral,  so  ist  jede  Integralfläche 
von  V  =  konst.,  die  aus  ooi  Charakteristiken  (51)  besteht, 
eine  Integralfläche  von  (C),  sie  setzt  sich  also  aus  cjc'  Cha- 
rakteristiken (31)  oder  (32)  der  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zusammen.  Da  alle  Cha- 
rakteristiken (51)  den  Charakteristiken  (3'2)  oder  den 
Charakteristiken  (31)  angehören*),  so  ist  entweder  das 
System  (40)  oder  das  System  (46')  befriedigt. 

Ist  umgekehrt  das  System  (46)  befriedigt,  gehören 
also  sämtliche  Charakteristiken  (51)  den  Charakteristiken 
des  zweiten  Systems  an,  so  besteht  jede  Integialfläche 
von  F  =  konst.  aus  oo^  Charakteristiken  (51),  also  auch 
aus  ^'  Charakteristiken  (32);  sie  ist  also  auch  eine  lutegral- 
fläche  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (S.  125). 

Ist  in  der  Differentialgleichung  (C)  ^  =  0 ,  liegt  also 
die  Differentialgleichung 

(C)  nr-^2Ks  -{-  Lt-\-  31  =  0 

vor,  so  können,  wenn  H  von  N'ull  verschieden  ist  und 
2i,  i,  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (33) 

Hl^-2K?.  +  L  =  0 

sind,  die  Differentialgleichungen  (34)  des  ersten  Cbarak- 
teristikensystems  in  der  Form  geschrieben  werden: 


(52) 


dz=={p-{-  ;,  g)  dx  , 

dp  +  Ldq  -\-  1_  d.v  =  0 


die  Differentialgleichungen  des  zweiten  Charakteristiken - 
Systems  gehen  hieraus  durch  Vertauschung  von  /.,  und  /.., 
hervor. 

*)  Jede  Charaktoristik  (51)  gehört  unendlich  vielen  Integral- 
lliiclien  von  (50).  also  ;»uch  von  iC)  an;  sie  ist  folglicli  .such  eine 
Charakteristik  von  (C). 


(53) 


(530 
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Soll  dV  infolge  der  Gleichungen  (52)  verschwinden, 
so  müssen  in 

6x  dy  ■  (Jz  dp     ^        dq     "^  ' 

wenn  man  nach  (52)  dy  ,dz,  dp  durch  dx ,  dq  ersetzt,  die 
Koeffizienten  von  dx  nud  dq  verschwinden;  V  muß  also 
den  beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung 

dV  6V  cV       31  SV 

Ä{V)  =  -1-  +  ;.,-^  +  (p  +A,g)^  -  4-  -/-  =  0, 
dx  cy  dz        H    dp 

ev        dv 

B{V)  =  -^-Ä,-/-  =  0 
cq         *"  dp 

genügen,  welche  an  die  Stelle  von  (46)  treten.  Au  die 
Stelle  von  (46')  treten  die  Gleichungen 

dx  dy        ^^         -    '  dz         U    dp 

dV  dV 

B'{V)^  ^-AiX-  =  0. 
dq  dp 

Die  bisher  für  den  Fall  eines  nicht  verschwindenden  N 
aufgestellten  Sätze  gelten  auch  für  jV  =  0 ,  wie  man  er- 
kennt, wenn  man  die  bisherigen  Entwicklungen  in  ab- 
geänderter Form  wiederholt. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  von  Fällen, 
in  welchen  die  Differentialgleichung  (C)  integriert  oder  auf 
eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurück- 
geführt werden  kann. 

Zunächst  sei  /j  q=  h  .  Besitzen  die  linearen  Differential- 
gleichungen (46)  zwei  unabhängige  Integrale  F^ ,  T^ ,  so 
ist,  wenn  0  eine  willkürliche  Funktion  darstellt,  auch 

^(Fi,F2) 

ein  Integral.     Demnach  ist  auch 

T7  _  9,(7^)  =  0  , 

wo  9"  eine  willkürliche  Funktion  bezeichnet,  ein  Zwischen- 
integral der  partiellen  Differentialgleichung  (C).  Die  Inte- 
gration   der    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung    ist 

9* 


132     III.  Abschnitt.   Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

demnach  auf  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

(54)  V,  -  cp{Y^)  =  0 

zurückgeführt.  Wird  eine  Integralfläche  der  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  gesucht,  welche  den 
Streifen 

^  =  A (w) ,     2/  =  A(«)  ,     2^  =  Alw)  ,     V=  fM  ,     q  =  frju) 

enthält,  so  muß  die  Gleichung  (54)  befriedigt  werden,  wenn 
man  für  x ,  . .  . ,  g  die  angegebenen  Funktionen  von  u 
setzt.  Dadurch  gehen  Fj,  "P^  in  Funktionen  ^^(m),  y^{u) 
über,  und  die  Funktion  q^  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 

Hat  das  System  (46)  die  beiden  unabhängigen  Inte- 
grale T^ ,  Fa  '^^^  <^^s  System  (46')  die  beiden  unabhängigen 
Integrale  F3 ,  F^ ,  so  hat  die  Differentialgleichung  (C),  wenn 
unter  9?  und  ^p  willkürliche  Funktionen  verstanden  werden, 
die  beiden  Zwischenintegrale 

(55)  F,-9;(F2)  =  0,     F,-v^(FJ  =  0. 

Es  ist 

(56)  [Vx-q^m,  F3  -  v'(F4)]  =  0  : 

die  Gleichungen  (55)  bilden  also  ein  Inrolutionssystem, 
welches  man  nach  §  17  integrieren  kann.  Berechnet  man 
aus  den  Gleichungen  (55)  p  und  q  als  Funktionen  von  x , 
y  ,  z  ,  so  ist 

dp  _  dq 

dy        dx  ' 
so  daß  die  Gleichung 

dz  =  p  dx  -]-  q  dy 

vollständig  integrierbar  ist. 

Bilden  die  beiden  Gleichungen  (46)  ein  vollständiges 
System,  was,  wie  wir  gesehen  haben,  nur  im  Falle  ^i  =  ?^ 
möglich  ist,  so  besitzen  sie  drei  Integrale  Fj ,  Fj ,  Fj,  , 
zwischen  welchen  die  Beziehungen 

(57)  [Fi,F]  =  0,     [F,,F3]  =  Ü,     [F,F3]  =  0 
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bestehen.   Sind  cp  und  rp  willkürliche  Funktionen,  so  ist  auch 

(58)  [V,-cp{V,),V,-^iV,]  =  0, 
so  daß  die  beiden  Gleichungen 

(59)  V,  =  q^iy,),     V,  =  xp{V,) 

ein  Involutionssystem  bilden.  Das  allgemeine  Integral 
dieses  Systems,  welches  eine  willkürliche  Konstante  c  ent- 
hält, wird  durch  die  Gleichungen 

(60)  V,=c,     V,  =  cp{c),     V.^=^xp{c) 

dargestellt;  denn  berechnet  man  aus  diesen  drei  Gleichungen 
2 ,  p  ,  g-  als  Funktionen  von  x ,  y  ,  ^o  sind  die  Gleichungen 
(59)  erfüllt,  und  wegen  (57)  ist  nach  §  17 

dz  cz 

ex  cy 

Wir  nehmen  an,  durch  Elimination  von  p,  q  aus  den 
Gleichungen  (60)  ergebe  sich  die  Flächenschar 

(61)  0{x,y,z;c,(p{c),ip(c))==O. 

Die  Einhüllende  dieser  Flächenschar,  welche  man  durch 
Elimination  von  c  aus  der  Gleichung  (61)  und  der  Gleichung 

(62)  -^  +  -.—T  <p'{c)  -}-  -.^—r  rp'ic)  =^  0 

de        <^q^{c)  ^W\p) 

erhält,  genügt  der  Differentialgleichung  (C),  deren  all- 
gemeines Integral  sie  darstellt,  da  sie  zwei  willkürliche 
Funktionen  cp ,  xp  enthält. 

Beispiel.  Es  seien  die  Flächen  zu  bestimmen,  welche 
von  den  zur  1/2; -Ebene  parallelen  Ebenen  in  Krümmungs- 
linien geschnitten  werden. 

Die  Krümmungslinien  einer  Fläche  z  =  0{x ,  y)  ge- 
nügen der  Differentialgleichung*) 

I  [V  qr  -  s{l  +  p^)]dx'^  +  [r{l+  q')  -  t{l  +  p')]dx(ly 
\  +[s{l  +  q^)-pqt]dy'  =  0. 


*)  V.  u.  K.  Kommerell,   Raumkurven   und   Flüchen,   Bd.  I 
(Samml.  Schubert  XXIX),  S.  93. 
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Die  Bedingung  dafür,  daß  in  den  Ebenen  x  =  konst. 
Krümmungslinien  liegen,  erhält  man,  indem  man  in  (a) 
^a;  =  0  setzt,  in  Form  der  partiellen  Differentialgleichung 

(b)  s(l  +  g2)_pg«  =  0. 

Die  Gleichung  (b)  geht  aus  (C)  hervor,  indem  man 
H  :-  0  ,     2  Z  =  1  +  gS     L-^--vq,     31  =  0 

setzt.  Die  Differentialgleichungen  (36)  und  (37)  der  beiden 
Systeme  von  Charakteristiken  schreiben  sich  jetzt 

({l-^q^)dy  +  pqdx=^0, 

(c)  dq  =  0, 

[      dz  —  pdx  —  qdy  =  0 
und 

dx=^0  , 

{1+  q^)dp  -pqdq  =  0  , 

dz  —  qdy  =^  0  . 


(d) 

Die  Ausdrücke 


dq,     d{y -^  qz) 
verschwinden  infolge  der  Gleichungen  (c)  und  die  Ausdrücke 

infolge  der  Gleichungen  (d).    Die  Differentialgleichung  (b) 
besitzt  also  die  beiden  Zwischenintegrale 

(<^)  T^  =  '^''(^)  *)'       ?/  +  3 ^  =  V(3)  , 

wo  (p  und  rp  willkürliche  Funktionen  sind.    Die  Gleichung 

dz  =^  p  dx  -{-  qdy 
geht,  wenn  man  daiin  nach  (e) 


(f)  P  =  n  +  f'<p\x),     y  =  ^{q)-qz 

setzt,  in 

d2  =  yi  +  q^-qp'{x)dx  +  qw'iQ)^Q  —  q-dz  —  qzdq 


*)  Statt  (p{x)  schreiben  wir  7"(x). 
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oder 

yi  +  g2 
über.     Hieraus  folgt 


(g) 


■.if^,^l^0f,.,,.> 


Wir  führen  an  Stelle  von  q  eine  neue  Veränderliche  (\  ein, 
indem  wir  setzen: 

a  (X 


yi + q^  yi  -  oc- 

und 

Dadurch  geht  (g)  über  in 

(h)  -=^=,  =  <Pi^)  +  a  Ö'(^)  -  0{^)  , 

yi  —  ge- 
während die  zweite  Gleichung  (f)  die  Form  annimmt: 

Durch  Elimination  von  a  aus  den  Gleichungen  (h)  und  (i) 
erhält  man  die  Gleichung  der  gesuchten  Flächen. 

Beispiel.    Die  Flächen,  deren  sämtliche  Punkte  para- 
bolisch sind,  genügen  der  Differentialgleichung 

(öc)  rt-s-^==0  *), 

welche  aus  (C)  dadurch  hervorgeht,  daß  man 

setzt. 

Die  Gleichung  (30)  hat  die  Wurzeln  /j  =  4  =  0 ;  die 
Charakteristikensysteme  (31)  und  (32)  fallen  zusammen  in 

dp  ^  0  ,     dq  =  0  ,     dz  —  pdx  —  qdy  =- 0 
oder 

dj?  =  0  ,     dq  =^  0  ,        d{z  —  px  —  qy)  ^  0  . 


*)  Samml.  Schubert   XXIX,  S.  100. 
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Unter  Einführung  der  willkürlichen  Funktionen  7  und  v' 
hat  man  die  beiden  Zwischenintegrale 

iß)  ü  =  'F(p)  1     z-px-qy  =  ip{p)  . 

Das  Involutionssystem  (ß)  hat  das  Integral 

p  =  c  ,     Q  =  rf{c),     z  —  ex  —  (f{c) y  —  if(c)  =  0 

mit  der  willkürlichen  Konstanten  c .  Die  Einhüllende  der 
Ebenenschar 

z  —  c  X  —  rp{e)  y  —  if{c)  =  0  , 

welche  man  durch  Elimination  von  c  aus  dieser  Gleichung 
lind  der  Gleichung 

erhält,  stellt  eine  abwickelbare  Fläche  dar. 

§  25.    Die  Diifereutialgleichnug  der  Mluimalflächen. 

Eine  Minimalfläche*)  ist  durch  die  Eigenschaft 
charakterisiert,  daß  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Summe  der 
Hauptkrümmungsradien  verschwindet.  Diese  Eigenschaft 
drückt  sich  durch  die  Differentialgleichung 

(63)  {l-]-q')r-2pqs-h{l-{-p-)t^0 

aus,  welche  zwar  die  Form  (C)  hat,  aber  nach  der  in  ^  24 
dargestellten  Methode  nicht  integriert  werden  kann.  Wir 
integrieren  die  Differentialgleichung  (63)  nach  einer  Methode 
von  Ampere. 

ifach  (33),  (34),  (35)  sind,  wenn  man 


M,^|l  +  p2  +  g2 

setzt,  die  Differentialgleichungen  der  beiden  Systeme  von 
Charakteristiken : 


(64) 


dz  ~  p  dx  —  qdy  ^  0  , 

1  +  3- 

rf,  _  FJjti^  dg  =  0 


*)    Vgl.  V.  u.  K.  Kommerell.    Kaumkurveu     und    Flächen. 
Bd.  II  (Samml.  Schubert  XLIV),  S.  125. 
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und 


(65) 


dz 
dy 

dp 


pdx  —  qdjf  ^  0  , 


p  q  -\-  iw 


1  +  2^ 
pq~  iw 


-dx  =  0  , 


dq  =  0  . 


1  +  5^ 

Die  letzte  Gleichung  (64),  die  sich  in  der  Form 
'pq  +  iw\       ^ 


schreiben  läßt,  besitzt  das  Integral 
pq-\-  iw 

das  Integral  der  letzten  Gleichung  des  Systems  (65)  ist 
p  q  —  iw 


1  +  r' 


=  konst. 


Wir  kennen  nur  je  eine  Funktion,  deren  Differential  in- 
folge der  Gleichungen  (64)  bzw.  (65)  verschwindet,  und 
können  also  die  bisherige  Methode  zur  Berechnung  eines 
Zwischenintegrals  mit  einer  willkürlichen  Funktion  nicht 
anwenden. 

Wir  drücken  x ,  y ,  z  durch  die  beiden  unabhängigen 
Veränderlichen 


(66) 


pq 


HO 


1  +  9- 


ß  = 


pq 


iw 


1  +  g- 


aus,  so  daß  für  das  erste  Charakteristikensystem  a  und  für 
das  zweite  ß  konstant  ist.  Die  Differentialgleichungen  der 
Charakteristiken  lassen  sich  nun  folgendermaßen  schreiben: 


(67) 


dz  6x  dy 

p  q  -\-  i  w  ~  x{l  -\-  q-)  ^  Q 


(öc  konstant) 
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und 


(68) 


dy 


V 


ex 

Sa 

dx 


otx  da, 

pq  —  iw  —  ßil-jr  q^  =  0 


{ß  konstant) 


Die  Koordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes  einer  Integraltläche*) 
und  die  zugehörigen  Werte  von  'p  ,  q  müssen  den  sämt- 
lichen sechs  Gleichungen  (67)  und  (68)  genügen,  worin  a 
und  ß  als  veränderlich  angesehen  werden.  Für  j- ,  y,  z 
hat  man  die  Differentialgleichungen 

C-M     ,         Bx 

oa  ca 

Bß  '^P  Bß~^' 

differentiiert  man  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  nach  ß 
und  die  zweite  nach  a ,  so  erhält  mau 

62«  B'^x 

BaBß  cacß 


BaBß  '^'^BaBß 


0 


oder 


Hiernach  ist 


c-x 

"BlTSj 


==0 


.r  =  cp'ia)  +  v^'(yS)  , 
wo  (p{a)  und  «/»(/?)  willkürliche  Funktionen  darstellen.  Nun  ist 


also 


öy  n,  ^       ^y         rf   >,ia\ 

^^  =  -oc<p   (a),       ^  =  -ßv  iß), 
y  =  <p{a)-a  (p'{a)  +  y'{ß)  -  ß  ii''(ß)  . 


*)  Die  IntegralflSche  enthält  (*?  23)  ck»'  Chaiaktoristikon  eines 
jeden  der  beiden  Systeme. 
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Die  Gleichung 

dz  =  p  dx  -\-  qdy 

geht,  wenn  man  für  p  und  q  die  aus  der  letzten  Gleichung  (67) 
und  (68)  berechneten  Werte 


p  =  t 


foc^+i-iß^  +  i 


ß-oc  '       ^  ß-oc 

setzt,  über  in 

dz  =  iix^+l<p"{oi)da  +  iiß^-\^iyj"{ß)dß  ; 
die  Integration  ergibt 


z  =  i(ia^-\-l(p'\oc)  dx  -f  *  IW+1  w"{ß)  dß  . 
Die  Differentialgleichung  (63)  hat  also  das  Integral 

X  =  cp\(x)  +  xp'iß)  , 
(69)    \y  =  cp{o<)-oc  <p'{cc)  -\- yj{ß)  -  ß  t/{ß)  , 


z  =  i[  y^ä  + 1  (p''((x)  doc-\-if  ]/ß-^  +  1  y/'iß)  dß 


§  26.    Die  lineare  partielle  DifFerentialgleichung 
zweiter  Ordnung. 

Einen  speziellen  Fall  der  Monge -Amp^reschen  Glei- 
chung bildet  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 


(D) 


c'-z  d^z  o'^z 

cx^  oxoy  öy^ 

dz  dz 

öx  oy 


deren  Koeffizienten  A  ^  .  . .,  F  nur  von  x ,  y  abhängen. 
Wenn  man  an  Stelle  von  x,  y  neue  unabhängige  Ver- 
änderliche ^,  f]  einführt,   geht  die  Gleichung  (D)  über  in 


(70) 


,  ö^z  ,    B^z  ,  d^z 
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wobei  A',  . . . ,  E',  F  als  Funktionen  von  | ,  j;  aufzufassen 

sind;  es  ist 


('!) 


A' 


dl 
dx 


cJx  Cy 


dy 


vx  dx  \cx  cy       cy  ex 

\cxl  ex  cy 


«©• 


ox^  cxcy 


E'. 


ApL  +  2BpL- 
cx^  cxoy 


c^^  cB  c^ 

oy^  dx  cy 

cy^  ex  cy 


Sind  B-  —  AC  und  A  von  Null   verschieden,   so  hat 
die  quadratische  Gleichung 

(72)  AX-2-2BX-{-C  =  0 

zwei  verschiedene  Wurzeln  A^ ,  /o ,  und  es  besteht  die  Zer- 
legung 

Au^i''2Buv-{-  Cv^-  ^A{u  +  /j  v)  {u  -f  /o  v)  . 
Die  partielle  Differentialgleichung 
'^  dq)  dcp 


(73) 


C(p 

dx 


cx   dy  \cy 


0 


zerfällt  also  in  die  beiden  Gleichungen 

cx  dy 

mit  der  Lösung  cp  =  ^{x,  y)  und 

6(p 
dx 


"  dy 


mit  der  Lösung  q>  =  r}{x ,  y) .     Dann  ist 
dx  dy        cy  dx 


§  26.    Die  lineare  DiflFerentialgleichung  zweiter  Ordnung.      14] 

von  Null  verschieden,  so  daß  wir  f ,  i]  als  neue  unabhängige 
Veränderliche  einführen  können.  Es  ist  jetzt  A'  =  0 , 
C'=0,  aber 

\dx  cyl  \cx  dy I 

von  Null  verschieden;  dividiert  man  die  transformierte 
Gleichung  durch  2B',  so  erhält  sie  die  Form 

0^z  cz  dz 

wo  a,  b ,  c  Funktionen  von  ^ ,  i]  sind.  —  Ist  A  =0 ,  aber 
C  von  Null  verschieden,  so  erhält  man  dasselbe  Resultat, 
indem  man  die  Rolle  von  x  und  y  vertauscht.  Im  Falle 
A  =  0  ,  G  ==  0  hat  die  Differentialgleichung  von  vornherein 
die  Form  (E). 

Ist  B'-  —  AC  =  0  und  A    von   Null   verschieden,   so 
können  wir  setzen: 

Au^-\-2Buv  ^CV^  =  A{u  -j-  Ä  y)2  ; 

es  ist  also 

\cx  dy 

\cx  dy)  \cx  cyl 

\dx  cy 

Versteht  man  unter  q-  =  r]{x,  y)  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung 

cx  dy 

unter  ^{x,y)  eine  Funktion,  welche  dieser  Differential- 
gleichung nicht  genügt,  so  ist  B'=0,  C'=0,  während 


*)  Auf  der  rechten  Seite  steht  zunächst  das  weitere  Glied 
welches  bei  der  getroffenen  Wahl  von  |  und  ?)  verschwindet. 
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A'  von  Xull  verschieden  ist.  Die  Differentialgleichung  liat 
also  die  Form 

<^>  äF  +  "^  +  '5?  +  "  =  ''' 

wo  a ,  b  ,  c  Funktionen  von  | ,  ?;  sind.  —  A  und  G  können 
nicht  gleichzeitig  verschwinden,  weil  dann  auch  B  ver- 
schwinden müßte. 

Durch  Transformation  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X,  y  läßt  sich  die  lineare  partielle 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

C'Z  c^z  c-z  cz  cz 

(D)  A^  +  2ß^-4-  +  C-,-4  +  i>/+^  — +  i^^  =  <» 

cx^  cxay  cy-  ox  cy 

auf  die  Form 

(E)  ^  +  a^-\-}>'J-^-cz^() 
oxoy  dx  cy 

oder  auf  die  Form 

o'^z  cz  cz 

(P)  ^,-^a^  +  h^  +  cz  =  0 

OX'  ex  dy 

bringen,  je  nachdem  B- —  AG  von  Null  verschieden 
oder  gleich  Null  ist. 

Wir  beschäftigen  uns  im  Folgenden  nur  mit  der  Form  (E ). 

Die  lineare  Differentialgleichung 

(D)  Ar-\-2Bs-\-Gt  +  Dp-]-Eq-{-Fz  =  0 

geht  aus  der  Monge -Amp^reschen  Gleichung  (C)  hervor, 
indem  man 

H  =  A,     K  =  B,     L=G.     M=Dp+Eq  +  Fz 

setzt.  Die  Charakteristiken  erster  Ordnung  der  Differential- 
gleichung (D)  haben  nach  S.  120  die  Differentialgleichungen 

(74)  Ady^  -2Bdxdy  -\-Gdx^  ^^  , 

(75)  Adpdy  +  Gdqdx-\  [Dp-]-  Eq-\-  Fz)dxdy  -0  , 

(76)  dz  =  pdx  -\-  q  dy  . 

Da  die  Gleichung  (74)  nur  x,  y  enthält,  so  kann  sie 
unabhängig  von  den  übrigen  Gleichungen  integriert  werden. 


§  2<).    Die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.      14;; 

Woim  wir  uns  ilie  Eaumkiirven ,  wolelie  die  Träjier  der 
eharakteristischeu  Streifen  erster  Ordnuni;-  bilden,  auf  die 
a;y- Ebene  projiziert  denken,  erscheinen  als  Projektionen 
ebene  Kurven,  welche  der  Gleichung  (74)  genügen. 

In  der  Theorie  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen (D)  werden  die  Kurven  in  der 
.r//-Ebene,  welche  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung (74) 

Ady^-2Bdxdy  -{-  C dx^  =  0 

genügen,  als  Charakteristiken  bezeichnet. 

Ist  7'  eine  Funktion  von  x ,  // ,  welche  der  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  {!?>) 

(  X  /  ex   cy  \<"?/  / 

genügt,  so  stellt  die  Gleichung 

(p{x ,  y)  =  konst. 

eine  Charakteristik  dar;  denn  längs  der  durch  diese  Glei- 
chung dargestellten  Kurve  ist 

dx  dy     -^ 

oder 


ex  '  cy 


dy  :  —dx 


mit  der  Gleichung  (73)  ist  also   auch   die  Gleichung  (74) 
erfüllt. 

Im  Falle  B-  —  AG ^i)  haben  wir  oben  die  Gleichung  (73) 
in  die  beiden  Gleichungen 

ex  cy 

und 


6x 


y 


zerlegt  und  als  neue  Veränderliche  eine  Lösung  |=:|(a;,  y) 
der  ersten  und  eine  Lösung  ?y  =  tjix ,  y)  der  zweiten  Glei- 
chung eingeführt;  die  Kurven  |  =  konst.  und  )]  =  konst. 
sind  die  Charakteristiken. 
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Im   Falle  B^  -  AC  =^  0  ließ  sich  die  Gleichnn;:  (73) 
durch  eine  Gleichung 

cx  cy 

ersetzen;  die  eine  neue  Veränderliche  r/  =  ri{x,  y)  war  eine 
Lösung  dieser  Gleichung;  die  Charakteristiken  sind  jetzt 
die  Kurven  v;  =  konst. 

Die  Differentialgleichung 

(E)  s  +  ap  +  &5  +  C2;  =  0, 

wo  a,  h,  c  Funktionen  von  x,  y  sind,  ^eht  aus  der 
Gleichung  (C)  hervor,  indem  man 

H  =  L=^0  ,     2Z=1,     M  =  ap-^hq-\-cz 

setzt.  Die  beiden  Systeme  von  Charakteristiken  haben 
die  Differentialgleichungen 

(77)  dx  =^  0  ,     dp  +  {a  p  +  h  q  +  c  z)  dy  =  0  ,    dz  =  qdy 

und 

(78)  dy=^0,     dq  + {ap -{-hq  + cz)dx  =  0  ,    dz  =  p  dx  . 

Damit  dV{x,  y  ,z,p,  q)  infolge  der  Differentialgleichungen 
(77)  des  ersten  Charakteristikensystems  verschwindet.  muL5 


(79) 


dq 

-X—  -\-  q- [ap  -roq  +  ez)-^ 

dy  cz  op 


0 


sein.  Besitzen  die  beiden  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen (79)  außer  V  =  x  eine  weitere  davon  unab- 
hängige Lösung,  so  muß  diese  wegen  der  ersten  Glei- 
chung (79)  von  q  unabhängig  sein.     Soll 

T"  =  fix ,  y,  z,  p) 

der  zweiten  Gleichung  (79)  genügen,  so  muß 


(80) 


ev  er 

AO")^- (ap^cz)j-  =  0, 

cy  cp 


B{V)  = 


cV 


vV 

cp 


5?  27,    Methode  von  Laplace. 


Mf) 


sein.  Diese  beiden  Differentialgleichungen,  in  welchen 
wir  X  als  Parameter,  y,  z,  p  als  unabhängige  Veränder- 
liche auffassen,  besitzen  nui'  dann  eine  gemeinsame  Lö- 
sung F,  wenn 

A{B{V))-B{A(V)) 

identisch  verschwindet,  d.  h.  wenn 
db 


(81) 


cy 


j^  ah  —  c  =  0 


ist.    Dann  besitzt  das  System  (80)  die  beiden  unabhängigen 
Lösungen 

X ,     fix ,  y  ,  z,  p)  , 

und  die  Differentialgleichung  (E)  hat  das  Zwischenintegral 

(82)  fix,  y,  z,  p)=^(p{x)  , 

wo  (p  eine  willkürliche  Funktion  darstellt. 

Ebenso    findet    man,    daß    ein    Zwischenintegral    der 
Gleichung  (E)  von  der  Form 

(83)  fix,  y,z,q)  =  (fiy) 

mit  der  willkürlichen  Funktion  (p  vorhanden  ist,  wenn 
da 


(84) 
ist. 


dx 


_f-öt&  -  c  =  0 


§  27,    Methode  vou  Laplaee*). 
Wir  setzen 


(85) 


ca 

dx 


-\-  ah  —  c  , 


-^ \-  ab 

dy 


Die  Gleichung  (E)  schreibt  sich  in  der  Form 

d 


dx  \dy 


cz  \         /  oz 

+  az]  +  h[^^  +  az 


!y 


hz  =  0 


*)    Vgl.  Darboux,    Theorie   g^n^rale    des    surfates,    Bd.  II, 
S,  23 ff.  (außer  den  genannten  Werken  von  Goursat  und  Forsyth). 
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10 
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oder,  wenn 

(86)  z^  =  -j^-\-az 

dy 

gesetzt  wird,  in  der  Form 

(87)  '^'-  +  bzy-hz==0  .       . 

c'x 

Ist  /t  -=  ü ,  so  hat  man  die  Gleichung 

dz, 

^ +  *-''  =  " 

mit  dem  Integral 

r-  ibtlx 

WO   Y    eine   willkürliche   Funktion  von   //    darstellt.      Zur 
Bestimmung  von  z  hat  man  jetzt  die  Gleichung 

^Z  -l'bdx 

-^ \-  az  =  Ye  ■'       : 

dy 

aus   dieser   linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
mit  der  unabhängigen  Veränderlichen  y  berechnet  mau 


(88)  z  =  e-.l"''"[X  ^(yJ^"'"  -  '"'^■^  dy\  , 

wo  X  eine  willkürliche  Funktion  von  x  darstellt.  Im 
Falle  h  =  0  läßt  sicli  also  die  Gleichung  (E)  durch  Qua- 
draturen integrieren. 

Ähnlich  findet  man,  wenn  /;  =  0  ist, 

(89)  z=e-J"'iY-{-jXe.'^"''-""'^dx\  , 

wo  X  eine  willkürliche  Funktion  von  ./'  und  1'.  eine  will- 
kürliche Funktion  von  y  darstellt. 

Wir  setzen  jetzt  h  von  Null  verschieden  voraus. 
Wenn  man  z  aus  den  Gleichungen  (8G)  und  (87)  eli- 
miniert, erhält  man  für  z^  die  Differentialgleicluing 

(90)  ^  +  a,-^^  +  &,-^  +  c,z,  ^  0  , 
cxcy  ex  dy 


wo  gesetzt  ist: 


(91) 


§  27.    Methode  von  Laplace. 
c'logÄ 

c)  \ogh 


W 


«1  =  a  — 
c,  =  c  — 


cy 


da        dh 

^ [-- h 

c  X         c  y 


dy 


Aus  einer  Lösung  z  der  ursprünglichen  Gleichung  (E)  er- 
gibt sich  vermöge  (86)  eine  Lösung  z^  der  Gleichung  (90); 
umgekehrt  folgt  aus  einer  Lösung  z^  der  Differential- 
gleichung (90)  vermöge  (8G)  die  Lösung 


dz 
dx 


}-^hz. 


z  =  — 


der  ursprünglichen  Gleichung  (E).  Die  Integration  der 
Gleichung  (90)  und  die  Integration  der  Gleichung  (E)  sind 
also  äquivalente  Aufgaben.     Setzt  man 


(92) 


cy 


c-log/i 


setzt,  nimmt  die  Differentialgleichung  (E)  die  Form 


(87') 


dy 


+  a«-i  —  Icz  =  0 


an.     Durch  Elimination    von  z   erhält   man    für  z.i    die 
Differentialgleichung 

(900        ^  +  a_,^  +  i,_^^  +  o_,  ^_,  =  0 , 
■  cxdy  dx  cy  ^ 

10* 
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wo 


(or) 


cloglc 


c  logA; 


c&    ,    da 

dy         ex  ex 

ist.     Wenn  man 


(920 

setzt,  so  ist 
(930 


h_. 


ca. 


dx 


-  +  a_i&_i-c_,  , 


^-1  =  Tri^  +  ^-1  ^-1  ~~  ^-1 


fy 


c'^log^- 


Die    Größen    h    und    ^■   sind   von   Darboux    als    IS- 
varianten  der  Differentialgleichung  (E)  bezeichnet  worden. 

Die  Substitution 

z  =  k{x  ,  y) '  z' 
führt  die  Differentialgleichung  (E)   über  in  die  Gleichung 


(94) 


d^z'  ,  cz'  dz' 

-^  +  a'  ^  -{-  V  J-  +  c'z  =  0 
oxöy  dx  cy 


mit  den  Koeffizienten 

c  log/ 


(95) 


a'  =  a  ■{- 
5'  =  &  + 


dy     ' 
5logA 


ex 


,  ,      r'IogA   ,   ,  c  logA        1     c^k 

c'=c  +  a  — z-^  +  &  -^r^  +  — 


ex 


ey  ).  dx  dy 


und  den  Invarianten 


(96) 


ea 


r=j^-\-a'b'-c'=h, 

Tc'=^^-\-a'h'-c'=li. 
dy 
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Die  Invarianteu   von    (94)    stimmen  also   mit  denjenigen 
von  (E)  überein, 

Svir  zeigen  auch  umgekehrt,  daß  sich  zwei  Glei- 
chungen (E)  und  (94)  mit  denselben  Invarianten  durcli 
eine  Substitution  z  =  lz'  ineinander  überführen  lassen. 
Wenn  nämlich  die  Gleichungen  (96) 

-z Y  a  0  —  c  =  -z Y  ao  —  c  . 

ox  ex 

-7^ \-  a  0  —  c  =  ^r \-  ab  —  c 

dy  dy 

bestehen,  so  ist 

da'        da        c&'        ch 

dx        dx         dy         dy   ' 
wenn  man 

c'  logA 


dy 


a  —  a 


setzt,  so  ist  die  Integrabilitätsbedingung 

c    c  log/i         c    d  logA 
dx      dy  dy      dx 

erfüllt,  und  man  hat 

dieser  Wert  von  /l  genügt  nicht  nur  den  beiden  ersten 
Gleichungen  (95),  sondern,  wie  man  durch  Nachrechnen 
zeigt,  auch  der  dritten,  so  daß  die  Gleichungen  (E)  und  (94) 
durch  die  Substitution  z  =  ?.z'  zusammenhängen.  Wenn 
man  zwei  lineare  Gleichungen,  welche  durch  eine  Sub- 
stitution von  der  Form  z  =  ?.z'  auseinander  hervorgehen, 
als  voneinander  nicht  verschieden  ansieht,  so  ist  eine 
lineare  Differentialgleichung  von  der  Form  (E)  durch  ihre 
Invarianten  bestimmt. 

Die  Differentialgleichungen  (E),  (90),  (90'),  die  von 
z,  Zi,  z_i  befriedigt  werden,  haben  bzw.  die  Invarianten 
h ,  fc;  Äj ,  Tci;  h_^,  Tc_i,  welche  durch  die  Gleichungen  (93) 
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und  (93')  verknüpft  sind.  Wenn  man  auf  die  Differential- 
gleichung (90)  für  z^  die  Transformation 

ex 

anwendet,  erhält  man,  da  wegen  (87) 

z'  =  hz 

ist,  eine  Gleichung,  welche  als  von  (E)  nicht  verschieden 
zu  betrachten  ist.  Ebenso  erhält  man,  wenn  man  die 
Substitution 

z  =  -^ — -  +  az_i 

auf  die  Differentialgleichung  (90')  für«_i  anwendet,  wegen 
z'='kz    [vgl.  Gleichung  (87')]    eine   Differentialgleichung, 
welche  von  der  Gleichung  (E)  für  z  nicht  verschieden  ist. 
Setzt  man 

(86")  Zi  =  ^f^  -{-azi^,  (i=l,2,  ...) 

und 

(86'")  «_,=  ^^^  +  &^_^,_i),         (i  =  l,  2,  ...) 

f  00 

so  hat  man  die  Differentialgleichung 

(90")  ^  +  a,-^  +  bi^  +  c,z,  =  0 

dxdy  ex  cy 

mit  den  Invarianten   lii .  l-j  und  die  Differentialgleichung 

(90"')       ^^-  +a^,^  +  b_,^  +  c_,^_,  =  0 
ex  cy  ex  dy 


mit  den  Invarianten  Ä_,,  fc_,,  und  zwar  ist 
f  7    _  o  7.  z  cMog/i._i 

(91}")  Ä.  --«<■-.  -A-,-,-        ^.^^,^^^       . 


1  h  =  h., 


und 


c  xcy 
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Wir  haben  gesehen,  daß  eine  Differentialgleichung  (E) 
mit  einer  verschwindenden  Invariante  durch  Quadraturen 
integrierbar  ist  und  daß  dies  auch  für  die  Differential- 
gleichungen gilt,  welche  aus  (E)  durch  eine  der  Sub- 
stitutionen (86)  und  (8G')  erhalten  werden.  Ist  nun  unter 
den  Differentialgleichungen  für  die  Funktionen  z,  Zi,  Z2,  ... 
eine  Gleichung  mit  einer  verschwindenden  Invariante  vor- 
handen und  ist  die  Differentialgleichung  für  z^  die  erste 
derartige  Gleichung,  so  ist  /?i  =  0*);  dann  läßt  sich  aber  zi 
und  damit  auch  2',:_i,  ...,  %,  z  durch  Quadraturen  dar- 
stellen. Wenn  sich  unter  den  Differentialgleichungen  für 
z,  z_i,  z_2i  •  ■  •  eine  mit  einer  verschwindenden  Invariante 
befindet  und  dies  zuerst  bei  der  Gleichung  für  z_i  zutrifft, 
so  ist  /i'_j  =  0;  dann  läßt  sich  z  ,  und  schließlich  auch  z 
durch  Quadraturen  berechnen. 

Beispiel.     Die  Differentialgleichung 


ex cy       X    -  y  \cx         cy 
hat  die  Invarianten 

Durch  die  Substitution 


2 


cz 

^1  ^:^  + 


dy    ■   X  -y 

erhält  man  die  Gleichung 

dH,  1      (dz^       izA    ,       2z,      _ 

vxcy      x—y\cx        cy  I       [x  —  y)- 

mit  den  Invarianten 

/«i  =  0  ,     li^  =  li 

und  mit  dem  Integral 

2(p{x)-\-icp^{y){x-yYdy 


z,  = 


X-  y 


*)  Wäre   /<•/  =  0.   so  hätte  wegen  />■/  =  /i/-i  schon  die  Dille 
reutialgleichung  für  ^,_i  eine  verschwindende  Invariante. 
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wo  qj{x)  und  ffiiy)  willkürliche  Funktionen  sind.  Wenn 
man  (pi{y)  =  ^p'"iy)  setzt,  kann  man  die  Quadratur  aus- 
führen; man  erhält 

^i  -  2  »^M±XW  +  2, /W +  (.-,) ,/'(,). 
X       y 

Daraus    folgt  das  Integral  der  ursprünglichen   Gleichung 

z  =  {x-y)  {yj'iy)  -  (p'{x))  +  2(p{x)  +  2  if(y)  , 

wo  (p{x)  und  yj{y)  willkürliche  Funktionen  sind. 

Bemerkung.  Während  sich  die  Integration  einer 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  stets  auf 
die  Integration  eines  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen zurückführen  läßt  (§  11 ).  konnten  wir  die  Zu- 
rückführung  partieller  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  in  §§  23 — 27 
nur  unter  besonderen  Bedingungen  vornelimen.  Eine  um- 
fassendere Methode  zur  Integration  partieller  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung,  welche  denselben  Zweck 
verfolgt,  aber  auch  nur  bedingungsweise  erreicht,  rührt 
von  Darboux  her.  In  betreff  der  Darbouxschen  Me- 
thode, von  deren  Darstellung  wir  aus  Mangel  an  Eaum 
absehen,  sei  auf  eine  Abhandlung  von  Darboux*)  und 
auf  die  S.  92  angeführten  Lehrbücher**)  verwiesen. 


*)  Ann.  de  l'Ec.  norm.,  1870.  S.  163  il".:  Anhang  III  zur  deut- 
sehen Ausgabe  des  auf  S.  36  zitierten  Bud-.es  von  Mansiou. 
**)  Goursat  (Kap.  6,  7);  Forsyth  (Kap.  18). 


IV.  Abschnitt. 

Lineare  partielle  Differentialgleichiingen 
zweiter    Ordnung,    insbesondere    hyper- 
bolische Diff'erentialgleichungen*). 

i;  28.    Charjikteristikeu  niid  Xoriiialformen  der  liuearen 
partiellen  Differeiitialgleiehuug:  zweiter  Orduuiig. 

Wir    betrachten    im    folgenden    die   lineare   partielle 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 


(A) 


ca;-  cxcy  cy- 

~      ex  ^      cy 


deren  Koeffizienten  .-1 ,  .  .  . ,  F  in  einem  gewissen  Gebiet 
der  57  7/ -Ebene  stetige  Funktionen  der  reellen  Veränder- 
lichen X ,  y  sind.  Während  bisher  die  auftretenden  Größen 
komplex  sein  durften  und  die  Funktionen  als  analytisch 
vorausgesetzt  wurden,  setzen  wir  im  folgenden**),  soweit 
nichts  anderes  erwähnt  wird,  alle  Größen  als  reell  voraus; 
von  den  auftretenden  Funktionen  geben  wir  jedesmal  an, 
welche  Bedingungen  sie  in  Hinsicht  auf  Stetigkeit  und 
Differentiierbarkeit  erfüllen  sollen. 

Wir  führen  zunächst  die  Charakteristiken  der 
Differentialgleichung  (A)  unabhängig  von  den  früheren 
Untersuchungen  (§  26)  ein. 

Längs    einer   in   der  xy -'Ebene   gegebenen   Kurve   t£ 

seien  die  Werte  von  z ,  -^r— ,  -tt—  vorgeschrieben.  Wenn  sich 
ex     öy 

*)  Vgl.  Enzyklopädie  der  math.  Wiss.  IIA.  7  c  (Sommerfeld) 
zu  diesem  und  zum  YII.  Abschnitt. 
**)  In  den  Abschnitten  IV— VIII. 
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oc ,  y  beim  Fortschreiten  längs  der  Kurve  G  um  dx  bzw.  d}i 
ändern,  müssen  die  vorgescliriebenen  Werte  die  Bedingung 
erfüllen  : 

dz  = -;^dx -\- ^~ay  . 
ex  cy 

Wenn  eine  Lösung  z  von  (A)  vorhanden  ist,  welche 
nebst  ihren  x^artiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  längs  (i 
die  vorgegebenen  Werte  annimmt,  so  müssen  die  partiellen 
Ableitungen  zweiter  Ordnung  in  einem  Punkt  von  (5  den 
folgenden  drei  Gleichungen  genügen: 

^CiZ         c^z   ,   ,  c-z     _ 
d-7—  =  ^r^  dx  +  -^ — ;:—  dy  , 
dx        (X^  vxoy 


n) 


d  —  =  -^ — —  dx  +  ^r-z  dy  , 
cy       öxcy  cy^ 

O^Z  t^Z  (J^Z  ^^  Bz 

Vx^  dxdy  dy-  ^^  cy 

Es  ergeben  sich  hieraus  bestimmte  endliche  Werte  für  die 
partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung,  wenn  die  Deter- 
minante 


J 


dx , 

dy, 

0 

0, 

dx, 

dy 

Ä, 

2B, 

C 

A  dy-  ~-2Bdx  dy  +  0  dx- 


von  Null  verschieden  ist.     Ist  jedoch  längs  der  Kurve  C5 
J  ^  0 ,   so   sind   die   zur  Bestimmung  der  partiellen  Ab- 
leitungen zweiter  Ordnung  dienenden  Gleichungen  (1)  ent- 
weder nicht  verträglich  oder  nicht  unabhängig. 
Die  der  Gleichung 

(2)  Ä  dy^  -  2  B  dx  dy  -f  C  dx'-  =  0 

genügenden  Kurven  in  der  .r.?/-Ebene  bilden  die 
Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (A). 

Die  Gleichung  (2)  läßt  sich,  je  nachdem  in  einem  ge- 
wissen Gebiete  der  .c //-Ebrne  B-  -  .1  C  positiv  oder  negativ 
ist,  auf  reellem  oder  imaginärem  Wege  in  zwei  in  bezug 
auf  dx,dy  lineare  Gleiehungen  zerlegen.  Es  gibt  also 
zwei  Scharen  von  reellen  oder  imaginären  Charakteristiken; 


§  28.     Charakteristiken  und  Normalformen  usw.  155 

durch  einen  Punkt  des  betreffenden  Gebietes  gebt  eine 
Cbarakteristik  jeder  der  beiden  Scharen.  Im  Falle  B-  —  J.C=0 
ist  J  das  Quadrat  eines  in  dx ,  dy  linearen  reellen  Aus- 
drucks ;  es  ist  eine  einzige  Schar  von  Charakteristiken  vor- 
handen. 

Die  Differentialgleichung  (A)  heißt  in  einem 
gewissen  Gebiete  der  ir?/-Ebene  hyperbolisch, 
elliptisch  oder  parabolisch,  je  nachdem  in  diesem 
Gebieteß-  —  J.C  positiv,  negativ  oder  gleich  Null  ist. 

Unter  Benutzung  dieser  Ausdrucksweise  können  wir 
sagen: 

Eine  hyperbolische  Differentialgleichung  be- 
sitzt zwei  Scharen  reeller,  eine  elliptische  zwei 
Scharen  imaginärer  Charakteristiken;  bei  einer 
parabolischen  Differentialgleichung  ist  nur  eine 
Schar  reeller  Charakteristiken  vorhanden. 

Ist  B-  —  ÄC^O,  so  hat  die  Gleichung  (vgl.  §  26) 

(3)  A  /:'  ~2Bl-{-G  =  0 

zwei  verschiedene,  reelle  oder  konjugiert  komplexe  Wurzeln 

|(a? ,  y)  =  konst. 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

dy  —  X^  dx  =  0 
und 

V  (^  >  2/)  =  konst. 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

dy  —  /2  dx  ^  0  , 

so  können  die  Funktionen  ^{x,  y)  und  »/(a-,  y)  reell   oder 
konjugiert  komplex  angenommen  werden. 
Durch  die  Substitution 

^  =  ^{x,y),     ii  =  ti{x,y) 

geht  die  Gleichung  (A)  nach  §  2G  in 

(4)  4^  +  «||_i-&4i  +  e.  =  0 

c  I  a  7/        c  t        e  n 

übej-,  fieilich  nur  dann  auf  reellem  Wege,  wenn 
B^--  AC>  0  ist. 


156     I^'-  Abschnitt.     Hyperbolische  Differentialgleichungen. 

Im  Falle  B-  —  AC  <  0  führen  wir  vermöge  der  Glei- 
chungen 

I  =  i'  +  ü)  ,     ri  =1-  i\) 

an  Stelle  von  ^ ,  yj  die  reellen  Veräuderlichen  i ,  l)  ein. 
Jetzt  sind  in  der  Formel  (70)  des  III.  Abschnitts  die  Ko- 
effizienten B'  und  F  reell,  während  D'  und  E'  konjugiert 
komplex  sind;  in  der  Gleichung  (4)  sind  also  a  und  h 
konjugiert  komplex,  c  reell.  Führt  man  die  reellen  Funktionen 

a  =  2 (a  +  &)  ,     b  =  2i{h  —  a)  ,     c  =  4  c 

der  reellen  Veränderlichen  ;i; ,  i)  ein,  so  erhält  man  die 
Differentialgleichung 

t'^Z    ,    c'^z    ,       cz    ,    ,  cz    , 

Ist  ß2— J.(7=0,  so  hat  die  quadratische  Gleichung  p) 
die  Doppelwurzel  X ;  ist 

ri[x,  y)  =  konst., 

wo  )]{x,  y)  reell  ist,  das  allgemeine  Integral  von 

dy  —  kdx  =  0 

und  ^{x,  y)  eine  von  i]{x,  y)  unabhängige  reelle  Funktion, 
so  geht  die  Differentialgleichung  (A)  auf  reellem  Wege  in 

o2«    ,       dz    ,   ^  dz 


(6)  ^  +  a—^+l~^-cz  =  () 


über.  Jetzt  ist  nur  die  eine  Charakteristikenschar  i]  =  konst. 
vorhanden. 

Wir  müssen  also  den  auf  S.  142  ausgesprochenen  Satz, 
wenn  wir  nur  reelle  Größen  zulassen,  durch  den  folgenden 
ersetzen : 

Die  Differentialffleichuns: 


(A) 


^-?T +  25^^  +  0;^^ 
cx^  cxcy  ox^ 

6z  dz 

-\-D—-\-E—  -^Fz  =  0 
ex  eil 


läßt  sich  durch  eine  reelle  Transformation  der  un- 
abhängigen    Veränderlichen     auf     eine     der     drei 


§  29.     Der  Greensche  Satz.  157 

folgenden  Formen  bringen,  je  nachdem  sie  hyper- 
bolisch, elliptisch  oder  parabolisch  ist: 

d^z  cz  dz 

vxcy  ex  cy 

c'^z        C^z           cz  dz 

c  x^        cy^          ox  cy 

d^z  dz  dz 

c  x^  ex  cy 

Für  die  drei  Normalformen  (A,),  (A2),  (A3)  schreibt 
sich  die  Differentialgleichung  (2)  der  Charakteristiken  bzw. 

(2i)  dxdy==0, 

(22)  dx-  +  dy^  =  {dx  +  idy)  {dx  —  %  dy)  =  0  , 

(23)  dy'=^0. 

Die  hyperbolische  Differentialgleichung  (A^) 
hat  als  Charakteristiken  die  Parallelen  x  =  konst. 
und  y  =  konst.  zu  den  Achsen;  die  elliptische  Diffe- 
rentialgleichung (A2)  hat  die  imaginären  Charak- 
teristiken a? -|- i  1/ ==  konst.  und  a?  —  ?  7/ =  konst. ;  die 
Charakteristiken  der  parabolischen  Differential- 
gleichung (A3)  sind  die  Parallelen  y  =  konst.  zur 
ic-Achse. 

§  29.    Der  Greensche  Satz. 

Der  Greensche  Satz  der  Potentialtheorie  läßt  sieh 
auf  die  liaeare  partielle  Differentialgleichung  (A)  übertragen 
und  bietet  in  dieser  abgeänderten  Form  ein  wichtiges 
Hilfsmittel  zur  Untersuchung  der  Integrale  einer  solchen 
Differentialgleichung. 

In  der  «•?/ -Ebene  sei  ein  von  einer  geschlosseneu 
Kurve  G  begrenztes  Flächenstück  J  gegeben;  P  und  Q 
seien  Funktionen  von  x ,  y ,  welche  nebst  ihren  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnuug  im  Innern  und  auf  der  Be- 
grenzung der  Fläche  J  stetig  sind.  AVir  betrachten  das 
über  die  Fläche  J  erstreckte  Doppelintegral 


m^'^y^^ 
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welches   sich,    wie  wir   zeigen   wollen,    auf  ein   einfaches 
Integral  zurückführen  läßt. 

Wir  nehmen  an,  daß  die  Abszisse  x  eines  Punktes 
der  Eandkurve  G  zwischen  öj  und  a^  >  a^  variiert  und 
daß  eine  zur  t/ -Achse  gezogene  Parallele,  welche  einer 
Abszisse  x  zwischen  den  angegebenen  Grenzen  entspricht, 
die  Kurve  C  in  zwei  Punkten  mit  den  Ordinaten  y^  und 
1h  >  Vi  schneidet  (die  Annahme  nur  zweier  Schnittpunkte, 
die  lediglich  zur  Vereinfachung  der  Darstellung  gemacht 
wird,  ist  nicht  wesentlich).     Dann  ist 

dxdy  =  f  dx  I  -r — dy 


dy  j     j  ^y 


=     [Q{^,y2)  -'Q{äc,yi)]dx  . 


Das  über  die  Randkurve  C  im  positiven  Sinne  erstreckte 

Integral  • 

jQdx 

c 
i.st  gleich 


j[Qi^,yi)  -  Q{'^,y2)](f^) 


denn  beim  Durchlaufen  der  Kurve  C  im  positiven  Sinne 
nimmt  x  im  Punkte  {x,y^)  zu,  im  Punkte  (.t,?/,)  ab. 
Wir  haben  also 

-^dxdii  =  ~    Q  dx  . 

^y       ■        J 

j  c 

Entsprechend  findet  mau 

'./'  c 

Demnach  ist 


§  29.    Der  Greensche  Satz. 


15!) 


Dom    linearen  Differentialausdruck:   zweiter  Ordnung 


(^) 


L{n)  ^  A  -^— , 


Gxoy  oy' 

.^  clu       „  ßu       „ 

ex  ( y 


dessen  Koeffizienten  A  ,  .  .  .,  F  in  einem  gewissen  Gebiet 
der  .r?/- Ebene  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  stetig  sind,  ordnen  wir  einen  anderen 
linearen  Differentialausdruck  zweiter  Ordnung 


(9) 


.„(,.)  _^:!i^+ 2'^^ +'"(^''> 


c)a;2 


cxcy  dy^ 

d{Dv)      e{Ev 


dx 


dy 


+  Fv 


zu,  welcheu  man  als  den  zu  X(w)  adjungierten  Diffe- 
rentialausdruck bezeichnet.  31{v)  =  0  ist  die  zu  L{u)  =  0 
adjungierte  Differentialgleichung. 

Durcb  Addition  der  Gleichungen 


Av 


c'^u  d'-{Av) 

cxcy  öxoy 


Bv 


ex  cy 


dy2 


Dv 

Ev 


cu 

dx 
du 


cHßv) 
cxcy 

d^Gv) 
dy^ 

d{Dv) 


V 

ex 

d 

dx 
c 
dy  L 

d 


Av 
Bv 
Bv 

Gv 


du 
dx 
du 

dx 

du 
dy 

du 

^y 


u 


d{Av) 


dx 


d 
Tx 

d 
dy 


djBv) 

£y' 

d{Bv) 


dx 


—  u 


d{Gv) 


-hu 


dx  dx 

d{Ev) 
dy  dy 

Fvu  —  uFv         =0 

erhält  man  die  Identität 
(10)  vL{u 


[D  u  v]  , 


dy 


dx         dy 
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wobei  gesetzt  ist: 


(11) 


^   ,  cu  d(Äv)   ,  ^  cu  (J{Bv)   ,  ^ 

ex             ex                cy  vy 

^      ^     du  c)(Bv)-  ^     cu  e(Cv)   ,  ^ 

ex              ex                 cy  oy 


Wir  verstehen  unter  «  und  v  zwei  Funktionen  von 
X ,  y ,  welche  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  stetig  sind*),  und  betrachten  das 
Doppelintegral 

{({vL{u)  -uM{v))dxdy  =--  jj  [^  +  ^)dxdy  , 

erstreckt  über  ein  einfach  zusammenhängendes  Flächen- 
stück J  der  .Ti/- Ebene  mit  der  Begrenzungshnie  C.  Da 
nach  (7) 

j  c 

ist,  wo  das  einfache  Integral  auf  der  rechten  Seite  über 
den  Rand  G  des  Gebietes  J  im  positiven  Sinne  erstreckt 
wird,  so  besteht  die  Gleichung 

(12)       jj\v  L{u)  -  n  31  (v))  dxdy  =  /(P dy  -  Q  dx)  , 
/  c 

welche  wir  als  Greenschen  Satz  bezeichnen**). 


*)  Im  Falle    .4  =  0,   C  =  0    braucht   nur  die  Stetigkeit  der 

beiden    partiellen    Ableitungen    zweiter    Ordnung    ^^ — :r- .    -. — ^ 

cxcy      cxcy 

vorausgesetzt  zu   werden,   da  die  übrigen  pai-tiellen  Ableitungen 

zweiter  Ordnung  nicht  vorkommen. 

**)  Die  Formol  (12),  angewandt  auf  die  DiflVrcntialgleichung 

ergibt    den    Greenschen   Satz    der    Theorie    des   losrarithmischen 
Potentials  (vgl.  §  50). 
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Geuügt  V  der  adjungierten  Differentialgleichung 
M{v)  -  0,  so  ist 

(13)  JlvL{u)  dx dy  =J{P dy  ~  Q  dx)  ; 
■/  c 

ist  u  eiue  Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung 
X(w)  =  0,  V  eine  Lösung  der  adjungierten  Differential- 
gleichung M{v)  =  0,  so  hat  man,  wenn  die  obigen  Stetig- 
keitsbedingungen erfüllt  sind: 

(14)  j{Pdy-Qdx)==0. 
c 

Wir  heben  den  Hauptsatz  noch  einmal  hervor. 

Ist  M{v)  der  zu  L{u)  adjungierte  Differential- 
ausdruck und  sind  P,  Q  die  Ausdrücke  (11),  so 
ist  (12) 

f[{v  L{u)-u  M{v))  dx  dy  =  j\P  dy  ~  Q  dx)  ; 


dabei  sind  u,  v  zwei  beliebige  Funktionen  von  x,  y, 
welche  ebenso  wie  die  Koeffizienten  von  L{u)  nebst 
ihren  partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter 
Ordnung  im  Innern  und  am  Rande  des  von  der 
Kurve  C  begrenzten  Flächenstücks  J   stetig  sind. 

Stimmt  M{u)  mit  L{u)  überein,  so  heißt  L{u)  ein 
sich  selbst  adjungierter  Differentialausdruck. 

Um  die  allgemeine  Form  eines  solchen  Differential- 
ausdrucks zu  finden,  schreiben  wir 

cx^  öx  ciy  cy- 

\    dx  cy  J  dx 

+  (2|:?  +  2|^-^)^ 

\    ox  oy  )  cy 

Voa?-  axoy       dy^        ex        cy  ) 

Hörn,  Partielle  Differentialgleichiiiigen.  11 
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Damit  M{u)  =  L{u)    wird,    ist    das  Bestehen    der    beiden 
folgenden  Gleichungen  notwendig  und  hinreichend: 

j^^iA       OB 

^-^  +  ^- 

ex        oy 

Dann   hat   man    den    allgemeinsten   sich    selbst    ad- 
jungierten  Differentialausdruck: 


(15) 


L{u)  = 
+ 


(JX 

d 
dy 


öx  cy 

B^  +  c!^ 

dx  dy 


+  Fn 


Durch  Addition  der  Gleichungen 


du 
dx 


du 
dy 


B 


dv 
dx 


dv 
dx 


dy )        dx  \         ex  dy 

^  {a^^  \' B  ^^ 

dx  \      dx  dy 

^      (-D  ^^  I   /^    ^^\ 

dy  \         dx  dy  I 


dy 


—  u 


—F  UV  = 
erhält  man  die  Identität 

du   dv 


y 

d 

dy 

n  '  F  V 


dy 
cv 


dv 

dx  dy 


(16) 


A^^  +  B 

dx    dx 


dx   dy        dy    dx/  dy    dy 


du   dv 
dq 


Fuv 


wo  gesetzt  ist: 


(17) 


=  ^-}-^-uL{v), 
dx        dy 


p  =  u\A  ^ h  B  ^ 

^      ex  dy 

g^Msl^  +  Cv" 

^      dx  cy 
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ig: 


Ist  nun  wie  oben  J  ein  Flächenstück  der  xy •'Ebene 
mit  der  Begrenzungslinie  C ,  so  ist  nach  (7) 


Diese  Formel  liefert  unter  Berücksichtigung  von  (IG)  den 
Satz: 

l8tL{u)  der  sich  selbst  adjungierteDifferential- 
ausdruck  (15)  und  sind  p,  q  die  Ausdrücke  (17),  so  ist 


18) 


\li 


,  du   dv    ,    ^(cu   cv    ,    cJii   dv\   ,   ^du   cv       _       1  ,     -, 

A^-^— +  5U— ^r-  +  -;^^—  +0-^--^ Fuv  dxdy 

ox   ox  \ox    cy        cy    ex/  cy    dy  J 

=    (p  dy  —  qdx)  —      uL{v)dxdy  . 
c  J 

Hieraus  ergibt  sich  durch  Vertauschung  von  u  und  v 


:i9) 


du   dv       -r>(^'^  ^'^       ^^   ^^\  ,   n^'^   ^'^ 
ex    ox  \cx    öy        dy    dxl  cy    cy 

=  jip'dy  —  g'dx)  —     v  L{u)dxdy  , 


Fuv 


dxdy 


wo 


(20) 


^       ox  dy 

6w  du 

v[B-^ 1-  ^  ^ 

dx  dy 


ist.     Durch  Verbindung    der    Gleichungen    (18)    und    (19) 
ergibt  sich  die  Gleichung 

(21)         ll[vL{u)  -uL{v)]dxdy  =  f{P dy  -  Q  dx)  , 


wo 


(22) 


rt-     dXAAflL^     ^^*f^^  <«»\ 


P  =  p' 

Q  =  q' 


A  \v^ w-^—    +  B\v^:— 

ex  dxl  \    dy 


ev 
dy. 

dv 


B  l  V  -;: U  ^—  ]  +  C[V  ^ U    ^ 

dx  dxl  \    dy  dy 

11* 
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ist.  Die  Gleichung  (12)  geht,  wenn  L{n)  ein  sich  selbst 
adjungierter  Differentialausdruck,  also  M{v)  =  L(v)  ist,  in 
die  Gleichung  (21)  über. 

§  .30.    Beweis  der  Existenz  der  Integrale  einer  hyper- 
bolischen Differentialgleichuni^   yermittels   sukzessiver 
Annäherung. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  hyperboli- 
schen Differentialgleichung 

B)  ^ — —-\-a-, \-h'^ hcw  =  0*), 

cxcy  ex  cy 

deren  Charakteristiken  die  Geraden  ic  =  konst.  und  2/  =  koust. 
sind.  Die  in  §  18  und  §  21  gegebenen  Beweise  für  die 
Existenz  der  Integrale  einer  partiellen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  sind  hier,  wo  die  Koeffizienten  nicht 
als  analytische  Funktionen  vorausgesetzt  werden,  nicht 
anwendbar;  wir  bedienen  uns  jetzt  einer  Methode  suk- 
zessiver Annäherung,  und  zwar  wählen  wir  im  gegen- 
wärtigen Paragraphen  ähnliche  Anfangsbedingungen  wie 
in  §  21,  während  die  im  nächsten  Paragraphen  eingeführten 
Anfangsbedingungen  den  in  §  18  gewählten  entsprechen. 
Die  Koeffizienten  a,h ,  c  der  Differentialgleichung  (B) 
seien  stetig  im  Innern  und  auf  dem  Bande  eines  Eecht- 
ecks  dl ,  dessen  Seiten  den  Achsen  x  und  y  parallel  sind, 
d.  h.  in  dem  durch  die  Bedingungen 

Xq^x^x^^-j-  a  ,     y^^y  ^yQ  +  ß 

definierten  Gebiet**).  Wir  suchen  diejenige  Lösung  der 
Gleichung  (B),  welche  sich  für  y  =  y^  auf  qipc)  und  für 
x  =  Xq  auf  yj{y)  reduziert.  Die  gegebenen  Funktionen 
<pi^)i  wiy)  seien  nebst  den  Ableitungen  97 '(a?) »  v'Cv)  ^^ 
Intervall  Xq  . . .  x^^-{-  (\  bzw.  ^/^  ...  Vo  +  ß  stetig,  und  es 
sei  9p(a;o)  =  wiVo)  • 

*)  Mit  elliptischen  Differentialgleichungen  beschäftigt  sitli 
der  VIT  AbS' hnitt;  mit  p.u-aboli-chi-n  Dill".  rentiaK'leirhnng^n, 
deren  Theorie  noi  h  wenig- r  entwickelt  ist,  beschaftit;»  n  wir  uns 
nur  so  weit,  als  sie  uns  im  A'ill.  Abschnitt  bei  physikalischen 
Aulgaben  bcgejinen. 

**)  Die  Endpunkte  des  Rechtecks  5H  bezeichnen  wir  später 
mit  %  (.r, ,  y^) ,   %  (.r„ ,  y„  -f  ß) ,    51,  (.r„  -f  a  ,  j/J  ,    %  (.r„  -f  .a  ,  7/„  +  ß) . 
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Wir  bilden  nun  die  Differentialgleicliungen 


165 


/    c^u„ 


(23) 


!2_  =  o 

dx  dy  ' 


— ±-  +  a      "  +  &  -^  +  c  Wo  =  0  , 
,    cxOy  dx  cjy 


-^       ^      -f-  «•  -  ^ 

cxcy  ex 


dy 


Das  Integi'al  der  ersten  Gleichung,  welches  sich  für  ?/  =  y^ 
auf  (p{x)  und  für  x  =  Xq  auf  ip{y)  reduziert,  ist 

(24)  Wo  =  (p{oo)  +  V'iy)  -  cp{xo)  . 

Die  Lösung  Un  (w  =  1 ,  2  ,  . . . ) ,  welche  für  x  =  Xq  bei 
beliebigem  y  und  für  y  =  yo  bei  beliebigem  a?  verschwindet, 
ist  dargestellt  durch 

dy 

SO  daß 

y 
du„ 


(25)      w„  = 


C  X 


(26) 


ist. 


ex  j  \       ex  dy  ' 


^  =  -    [a-^  +  h-^A-^+eu„_t  dx 
dy  \       dx  cy 


Wir  werden  nachher  zeigen,  daß  die  Eeihe 

(27)  Wo  +  «1  +•••+««+••• , 

sowie  die  Keihen 


(28) 


"^r 1 — ^^ — ■  T 

dx         ex 


eu, 
dx 

du, 


[    oy  cy  ey 
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im  Eechteck  9t  gleichmäßig  konvergent  sind.     Setzt  man 
dies  einstweilen  voraus,  so  hat  man 

Wo  +  ^1  +    •  •  •    +  «n 

=^(p{x)  +  yiy)  -  (p{Xq) 

X    >/ 


dxdy 


ox  cy 

und  für  limw  =  co,  wenn  man 

M  =  Mo  +  Wi  +    ...    +  W„  +   ... 


setzt, 

u==(p{x)-{-yj{y)-()o{xo) 


a- h  u 

Cx  (V 


^  \i\  dx dy  ; 


hieraus  folgt  durch  Differentiation 

c^u  (    du    ,   _,6'w  \ 

dx dy  \    cx         *cy  I 

d.  h.  die  Eeihe  u  stellt  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung (B)  dar,  welche  die  angegebenen  Bedingungen 
erfüllt. 

Um  die  Konvergenz  der  Eeihen  (27)  und  (28)  zu  be- 
weisen, nehmen  wir  an,  es  sei  im  Eechteck  3i 


und 


du 


M, 


cx 


i  ^S  ,     \c 


CM. 


dy 


M  , 


wo  H  und  i¥  positive  Größen  sind.     Dann  ist 


duQ    .  ,  cuq 

dx  c  y 


Wenn  man 


x  —  Xo=^^,     y  -  yo 
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setzt,  ergibt  sich  aus  den  Formeln  (25)  und  (26)  für  n  =  1 


dx 


dy 


Im  Eechteck  9?  ist  O^^^a,  O^rj^ß,  also 


oder 

mithin 

\u 


1,1        1,1 

T  +  -  =  -  +  -/? 


$V 


ocß 


i  +  V  ~oc-{-ß' 


3  HM  ^-^^  (I  +  .;)  ^  3  jy  ^  M{^  +  ,;)  . 


Versteht  man  unter  K  eine  positive  Zahl,  welche  mindestens 
gleich  3  H  und  mindestens  gleich 


3H 


(Kß 


ist,  so  ist 

ferner  ist 
du. 


oc+ß 
|wi|^l/jr(|  +  j;); 


oder 


dx 


du^ 


ex 


3E3I{i-^rj) 


MK{^  +  ri)  , 


dy 

dui 


dy 


3HM{i  +  ^]) 


^  MK{^  +  ^) 


Wir  zeigen,  daß  für  jeden  Wert  von  n 
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CUn-l  <^w„_i 

Lst  und  daß  die  absoluten  Beträge  von  —, —  und  —li — 

ex  cy 

dieselbe  Bedingung  erfüllen.     Falls  dies  richtig  ist,  Lst 

:^-a^+^-är  +  ''"-M- — (^^Ti)! — 

und  nach  (25) 

0  0 

_  SHMK''-^  (^  +  vY-^^  —  r+^  -  t^'^  . 
"  wl  w+1  " 

wie  man  leicht  nachrechnet,   ist  für  positive  Werte  von 

'S:  und  7; 


M+1 


1»;  (!  +  »;)"-' 


''"^    (l+#^^^(l-f#, 


also 


Ferner  ist  nach  (26) 

'^i^     (n-D!    j(^+-^)""-^>/ 


0 


ni 


[(I  +  /;)"  -  ,^»] 


-  7i!  -  n! 

ebenso  findet  mau 

^y  I  "~  n! 
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Wegen  der  Konvergenz  der  Eeihe 

n=0 

sind  die  Eeihen  (27)  und  (28)  für  alle  dem  Kechteck  9? 
angehörigen  Punkte  x,  y  unbedingt  und  gleichmäßig  kon- 
vergent, w.  z.  b.  w. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

In  der  Differentialgleichung 

/^  cl^w  du    ,   ^  Su    , 

B)  .-=^— -  -i^a^--\-l)-^^-cu=^i) 

cxcy  c'x  cy 

seien  die  Koeffizienten  a,  &,  c  im  Gebiet  9? 

x^  ^x^Xq  +  oi  ,    yo^y  ^yo  +  ß 

stetige  Funktionen  der  reellen  Veränderlichen  x,  y . 
Die  gegebenen  Funktionen  9? (a;)  und  t/^(2/)  seien  nebst 
ihrer  ersten  Ableitung  für  Xq^x^Xq-\-(k  bzw.  für 
yQ^y^yQ-\-ß  stetig,  und  es  sei  (p{Xq)  =  ^p{yo) .  Die 
im  Gebiet  9i  gleichmäßig  konvergente  Eeihe 

w  =  «0  +  Wi  -{-%+...  , 
wo 

z  y 

u„  ^  _  r/(a^  +  &^  4-  c«,_i)  dxdy 

(n  -- 1 ,  2  ,  .  .  . ) 

ist,  nimmt  für  x  —  Xq  den  Wert  y^{y} ,  für  y  =  y^  den 
Wert9?(a;)  an  und  genügt derDifferentialgleichung(B). 

§  31.    Beweis  der  Existenz  der  Integrale;  Fortsetzung. 

Es   sei    ein   Kurvenbogen    G    gegeben,    welcher    von 

keiner  Parallelen  zur  a; -Achse  und  von  keiner  Parallelen 

zur  2/ -Achse  mehr   als   einmal   geschnitten   wird.     Längs 

cu    cu 
dieses  Bogens  seien  die  Werte  von  u ,  ^;—  ,  -tt—  vorgeschi-ieben, 

wobei  die  Beziehung  ^"^    ^y 

du  du 

du  =  -TT-dx  +  -i^—dy 
dx        ^  dy     ^ 
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besteben  muß,  wenn  sich  die  Differentiale  auf  den  Fort- 
gang längs  der  Kurve  (£  beziehen.  Indem  wir  uns  im 
Punkte  [x ,  y)  der  x  y  -Ebene  die  dritte  Eaumkoordinate  u 
errichtet  denken,  können  wir  auch  sagen:  es  ist  eine 
Eaumkurve  (mit  der  rcy -Projektion  G)  und  in  jedem  ihrer 
Punkte  eine  die  Tangente  enthaltende  Ebene  gegeben,  oder: 

/  du    cu\ 

es  ist  ein  Streifen  von  Flächenelementen  la?,  y,  w,  - — ,  ^r-l 

gegeben.  ^    '^'' 

Um  die  Voraussetzungen  genauer  zu  fassen,  bezeichnen 
wir  die  Endpunkte  der  Kurve  6  mit  %i{Xq  ,  ?/o  +  ß)  > 
^{•2  (ajo  +  öc ,  ?/„)  und  führen  das  Eechteck  9^  ein,  welches  von 
den  durch  2(i  und  ^(o  gehenden  Charakteristiken  (Parallelen 
zur  X-  und  ?/ -Achse)  gebildet  wird;  die  beiden  anderen  Eck- 
punkte des  Kechtecks  sind  HoC^o,  y^)  und  5(3(370  +  «,  i/o+/^)- 
Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  nehmen  wir 
öc  >  0 ,  /5  >  0  an.  Wir  verstehen  unter  {x,y)  einen  be- 
liebigen Punkt  in  dem  von  der  Kurve  (E  und  den  beiden 
Charakteristiken  ^{^  %^  und  ^U  ^(3  begrenzten  Gebiet  i^ , 
wir  legen  durch  A  {x ,  y)  eine  Parallele  zur  x  -Achse,  welche 
die  Kurve  6  im  Punkt  Ai{x',y),  und  eine  Parallele  zur 
2/-Achse,  welche  die  Kurve  (i  im  Punkt  A^ix ,  y')  schneidet; 
das  von  diesen  beiden  Parallelen  und  der  Kurve  (5  be- 
grenzte Gebiet  heiße  J . 

Es  sei  nun  eine  Funktion  rf{x)  gegeben,  welche  nebst 
ihrer  Ableitung  (p'{x)  im  Intervall  x^  ^  x  :^  Xq  -\-  ix  stetig 
ist,  und  eine  Funktion  ip{y) ,  welche  nebst  der  Ableitung  y'iy) 
im  Intervall  2/0  ^  2/  =  2/o  +  i^  stetig  ist.  Wir  setzen  voraus, 
daß  längs  der  Kurve  G  die  Funktion  u  mit  q?  (x)  +  if<  (y) , 

£  u  c*  11 

die  Ableitung  -,r—  mit  w'(x)  und  die  Ableitung  ^^-  mit  i/(if) 

ex  ^ !( 

übereinstimmt. 

Wir  schreiben  wieder  die  Differentialgleichungen  (23) 
an.  Diejenige  Lösung  der  ersten  Gleichung  (23),  welche 
längs  ß  die  für  u  vorgeschriebenen  Bedingungen  erfüllt,  ist 
(29)  «0  =  cp{x)  +  y>{y) 

mit  den  Ableitungen      ^ 
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Die  Lösung  w„  (w  =  1 ,  2 ,  .  .  . ),  welche  nebst  ihren  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  längs  G  verschwindet,  ist 


(30) 


1(n   = 


f  W„_i 


^W„_l 


wo  die  Integration  über  die  oben  beschriebene  Fläche  J 
zu  erstrecken  ist;  es  ist  demnach 


(31) 


CUn 

dx 


dx 


dy 


X 

-  =  —      «-^ ^^^ \-cu„_i]dx  . 

f  I  \       dx  dy  } 


\Venn  gezeigt  wird,  daß  die  Eeihen 
(32)  Uq  +  ■Ml  +  «2  +  ...  =  u 

und 


(33) 


dx         ex 


dx 


+ 


*o    I    ^  "-1     ,    ^%     I 


dy     '     6y         cy 

für  alle  Punkte  {x ,  y)   des  Gebietes  ^  gleichmäßig  kon- 
vergieren, ergibt  sich  wie  oben,  daß  die  Funktion  ii  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung  (B)  darstellt. 
Ist  im  Eechteck  9i 


so  ist 


OUn 


dx 


dx 


dy 


dy   !  ^ 


M, 


Aus  der  Formel  (30)  für  n  =  1  folgt 

|%|  ^  dHMJjdxdy  ^  3H3I{x  —  x')  {y  -  y') 


^  ^EM{x  -  X,)  {y  -  y,)  =  dEM^r]  , 


172     IV.  Abschnitt.    Hyperbolische  DiiferentialgleichuDgen. 

wenn  man 

|=-a;  —  a;o,     V  =  V  -  Vo 

setzt;  ferner  folgt  aus  (31)  für  n  =  l 


ex 


dy 


^3EM{y  -  y')  sL  3  B.M^  , 
^  3  B.M{x  ~x')-£_'i  H3I  $  . 


Indem  man  die  Größe  K  wie  in  §  30  einführt,  findet  mau, 
daß  im  Gebiet  3  die  absoluten  Beträge  von 


höchstens  gleich 
sind. 


ex  cy 


3IK{i  +  ,^) 


Wenn  die  absoluten  Beträfe  von 


««-1 


c'Wn-i 


C  Ur 


'        ex     '         dy 


höchstens  gleich 


ilfZ»-i(| +  >?)"-' 


(w-1)! 


sind,  ist 


C*«,»-!     ,     r^CiUn.i 


3-ffilfS:«-^! +>;)"-' 


I        dx 
und  nach  (30) 

IWnl 


dy  \  {n—l)\ 


(n-1)! 


{^+rif-'dxdy  ; 


nun  ist  aber 


JJ  ^-j-  ß        n 
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wie  in  §  30,  also 


3/ir"(f  +  »y)« 


wl 


Ferner  ist  nach  (31) 


CUr 


dx 


m-rjr-'dy  ; 


es  ist  aber 

1/ 


/(^  +  riT-'dy^\{^  +  r}Y-'äy  =/(|  +  7if-'di]  , 


also  wie  in  §  30 


und 


dx 

dy 


MK"{$  +  7]f 


n'l 


Ebenso  wie  das  von  der  Kurve  (S  und  den  Charak- 
teristiken 5fi  ^fg  und  5(3  'Ufa  begrenzte  Gebiet  kann  das 
Gebiet  behandelt  werden,  welches  von  der  Kurve  6 
und  den  Charakteristiken  '^i■^  ^[q  und  51^  ^(3  eingeschlossen 
wird. 

Die  Koeffizienten  a,  b,  c  der  Differentialglei- 
chung 


(B) 


3 — —  +  a-^ h&^ \-  cu 

cxoy  ex  cy 


0 


seien  im  Eechteck  9i 

^0  =  ^  =  ^0  +  *  > 


yo^y^yo  +  ß 


stetige  Funktionen  von  oc ,  y .  Die  gegebenen 
Funktionen  (p{x),  y){y)  seien  nebst  den  Ableitungen 
cp' {x) ,  xp' {y)  für  Xq^x^Xq  +  X  bzw.  iüv  yQ^y^y^^  ß 
stetig.  Die  Kurve  (S  verbinde  die  Eckpunkte 
(^0  ?  2/0  + /5)   u^^d   ("^0  +  ^52/0)    des   Rechtecks   Üt    und 
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werde  von  keiner  Parallelen  zur  x-  oder   (/-Achse 
mehr  als  einmal  geschnitten.     Setzt  man 

«0  =  (p{x)  +  w{y) , 

(«  =  1,2,...), 


J 


WO  das  Integrationsgebiet  J  von  den  durch  (x ,  y) 
gehenden  Parallelen  zudenAchsenundderKurveC£ 
begrenzt  wird,  so  stellt  die  im  Rechteck  9^  gleich- 
mäßig konvergente  Eeihe 

U  =  Uq-\-U^-\-  w,  +  .  .  . 

eine    Lösung    der    Differentialgleichung    (B)    dar, 

welche  nebst   ihren  partiellen  Ableitungen  erster 

Ordnung  im  Rechteck  9^  stetig  ist  und  außerdem 

du      du 
die    Bedingung    erfüllt,    daß    u,    .-    ,  -^r—    längs    der 
*       *  '  '   ex  '   üy  * 

Kurve  6  bzw.  mit  qix) -\- y'{y) ,  (p'{x),  y'iy)  überein- 
stimmen*). 


§  32.    Die  Riemanusche  Iiitegratiousmelhode**). 

Liegt  die  hyperbolische  Differentialgleichung 

,^.  v-u  du  du 

dxcy  dx  dy 

vor,  so  gehen  die  Formeln  (8),  (9)  und  (11)  über  in 

34)  L{u)  =  -\-a^--{-b^--^cn, 

dxdy  dx  dy 


*)  Zu  §30  und  §31  vgl.  Picard  (Journ.  de  Mathem.  1890. 
S.  IGCff.;  Note  I  zum  IV.  Bd.  von  Darboux.  Theorie  generale  des 
surfaces)  und  Niool.etti  (Atti  Napoli,  Serie  2.  Bd.  8.  1897). 

**)  Riemann,  Über  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von 
endlicher  Schwingungsweite  (Werke,  1.  Aufl..  S.  147). —  Darboux. 
Theorie  generale  des  surfaces,  Bd.  II,  S.  77  Ö'. 


m 
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d^v         d(av)        d(bv)    , 

31  (v)  =  ^ — ^ V ^^  +  ^^ 

oxcy  dx  dy 

6^v            ßv       ,  dv       1        da       6h\ 
—  a^ &^r-  +  U-rrr  —  ^ttPM 


(36) 


dxdy  dx  dy        \        dx       dy 

1  (    du  dv 


P  =  aUV  +7rUJ  v; U  ^r— 

2  V    dy  dy 

1  d(uv)  (dv  \  1  d(uv)    ,      (du    ,         A 

2  dy  \dy  I  2.      dy  \dy  I 


2  \   da;  ca?/ 


1  d(uv)  (dv       ,    \  1  d{uv)    ,      (du    ,    ^     ^ 


2      da?  Wa;  /  2     dx  \dx 

In  der  a? 7/ -Ebene  sei  eine  Kurve  S  gezogen,  welche 
von  einer  beliebigen  Parallelen  zur  a;-Achse  und  von  einer 
beliebigen  Parallelen  zur  ?/ -Achse  nur  in  einem  Punkt  ge- 
schnitten wird;  durch  den  Punkt  A  mit  den  Koordinaten 
I ,  ?/  legen  wir  die  beiden  Charakteristiken,  d.  h.  die  Ge- 
raden y  =  i]  und  a;  =  I ,  welche  die  Kurve  6  in  den 
Punkten  Ä^^  bzw.  Äo  schneiden.  Es  sei  u  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  L{u)  =  0  und  v  eine  Lösung  der 
adjungierten  Differentialgleichung  if  (u)  =  0  ;  in  dem  Ge- 
biete J,  welches  von  der  Kurve  (E  und  den  beiden  durch 
A  gelegten  Charakteristiken  begrenzt  ist,  seien  die  Funk- 
tionen u ,  V  wie  auch  die  Koeffizienten  a ,  h ,  c  der  Diffe- 
rentialgleichung nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  stetig*).     Dann  ist  (14) 

f{Pdy-Qdx)^0, 

wenn  das  Integral  über  die  Begrenzung  des  Gebietes  J 
erstreckt  wird.    Wir  schreiben 

A  A  A., 

fp  dy  +JQ  dx  -\-j\p dy-Qdx)  =  0, 


stetig. 


)  Wegen  L(u)  =  0,  M{v)  =  0  sind   auch  i^ — -r-  und  ^^ — -^r- 
'  oxoy  dxdy 
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wo  das  letzte  Integral  über  den  von  den  Punkten  .1, 
und  A^  begrenzten  Bogen  der  Kurve  G  zu  erstrecken  ist. 
Unter  Beachtung  der  oben  angegebenen  Werte  von  P 
und  Q  hat  man 

A  A 


A..  A, 


1  c(wj?) 
"2 


bv 


dy 


2 

A  A 

Qdx  = 


JQdx  = 


dy  \dy 

A 

^[{uv)A-{'uv)A^-lu\^-av)äy  , 

A, 

1  cj{uv) 


L2 


ex 


\cx 


Es  ist  also 

Ai 

{u  v)a  =  \  [(«  v)a,  +  [n  v)a^  -f{P  dy-Q  dx) 


(37) 


-4i 


-h 


h[e^.-^v^''+r\ 


6v_ 
dy 


a  V   dy 


Ai  A; 

Wir  führen  nun  nach  Riemann  eine  Funktion 
v{x,y\  ^,t-j)  zweier  Variablenpaare  a? ,  y  und  |,  ?/  ein. 
Avelche  folgende  Bedingungen  erfüllt: 

1)  Im  Gebiet  J  ist  t?  =  v{x,  ?/ ;  I?  v)  ^^^^  nebst  den 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetige  Funktion 
von  x,y,  welche  der  adjungierten  Differentialgleichung 
M{v)  =  0  genügt; 

2)  längs  der  Charakteristik  ;/  =  ij  (d.  h.  auf  A  Ä^)  ist 

dx 


bv  =  0 


*)  Unter  {fp)j,  ist  der  Wert   verstanden,    welchen   die  Funk- 
tion 9'  im  Punkte  A  annimmt. 
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und  längs  der  Charakteristik  x  =  ^  (d.  h.  auf  Ä  A^) 

dv  „ 

-r av  =  0  ; 

dy 

3)  wenn  der  Punkt  {x,  y)  mit  A{^,  ij)  zusammenfällt, 
ist  V  =  1 . 

Wenn  für  y  der  feste  Wert  tj  gesetzt  und  nur  x  ge- 
ändert wird,  genügt  die  Funktion  v{x,y;  ^,  »/)  der 
Differentialgleichung 

_ bv  =  0  ; 

ex 

diejenige  Lösung  dieser  Differentialgleichung,    welche  für 
X  =  ^  den  Wert  1  annimmt,  ist 

X 

fbdr 

11  =  e«       ; 
die  Funktion  v  muß  also  für  y  =  t]  mit 

jbdx 

übereinstimmen.     Ebenso  findet  man,  daß  sich  die  Funk- 
tion V  für  X  =  $  auf 

y 

jady 

e'i 
reduzieren  muß. 

Die  Eiemannsche  Funktion  v{x,y;i,7])  kann 
also  definiert  werden  als  diejenige  Lösung  der 
Differentialgleichung  M{v)  =  0  ,  welche  für  y  =  i] 
den  Wert 

X 

jbdx 

und  für  x  =  ^  den  Wert 

y 

jady 

annimmt. 

Die  Existenz  einer  solchen  Lösung  ist  in  §  30  nach 
der  Methode  der  sukzessiven  Annäherung  bewiesen  worden ; 

Hörn,  Partielle  Differentialgleichungen.  12 
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daß  nur  eine  derartige  Lösung  vorhanden  ist,  wird  sich 
bald  ergeben.  Bis  dieser  Beweis  geführt  ist,  wollen  wir 
unter  v{x,y;  I,  >y)  diejenige  Lösung  der  Differentialglei- 
chung 31  (v)  =  0  verstehen ,  welche  sich  nach  der  in  §  30 
dargestellten  Methode  in  Form  einer  unendlichen  Eeihe 
ergibt.  In  §  33  werden  einige  spezielle  Differential- 
gleichungen behandelt,  für  welche  sich  die  Eiemannsche 
Funktion  leicht  angeben  läßt. 

Ersetzt  man  in  der  Formel  (37)  v  durch  die  soeben 
definierte  Riemannsche  Funktion  r{x,  y  ;  |,  y) ,  so  erhält 
man,  da 

{uv)j,  =  {u)A  =  u{i,  rj) 

ist  und  die  beiden  letzten  Integrale  verschwinden : 

A., 

(38)      w(|,  7;)  =  i  [{urU^  -f  {uvU.:\-l{Pdy  -  Q dx) -, 

A 
dabei  ist 


(39) 


_  ,     du  cv 

2  V    dy  dy 

dx 


(i  =  ^-''  +  Wi~-- 


Wir   nehmen   nun   an,    längs   des   Bogens   A^A.,    der 

Kurve    ß   seien    die    Werte    der    Funktion    u    und    ihrer 

cu      cu 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  -^—  ,  ^r-  als  stetige 

Funktionen  gegeben.     Da  die  Gleichung 

cu         ,    ^u 

du  =  -;r-  dx  +  --TT—  dy 
ex  cy 

besteht,  wo  sich  die  Differentiale  dx,dy,du  auf  den 
Fortgang  längs   der   Kurve   (5    beziehen,   so   kennt   man, 

S  IL  C  11 

wenn  längs  ß  u  und  p-    gegeben  sind,  auch  ^— .    Da  die 

Funktion  v  als  bekannt  gelten  kann,  so  kann  man  die 
Werte  von  P  und  Q  längs  der  Kurve  d  berechnen,  so 
daß  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (38)  bekannt  ist. 
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179 


„.    ,     ,.     „^  cu      cu    ,.. 

Sind   die  Werte  von  u ,  -^r— ,  -x—  längs  des  Kui  ven- 

ox      cly 

bogens  ^fi'^^L.  gegeben,   so   denken  wir  uns  sowohl   durch 

<len  Punkt  ^Hj    als   auch  durch  den  Punkt  %2    ^.ie   beiden 

(Charakteristiken   (die  Parallelen  zur  y-  und   zur  a.- -Achse) 

gelegt.     Ist  A  {$ ,  ?/)   ein  beliebiger  Punkt  des  von  diesen 

Charakteristiken  gebildeten  Eechtecks,  so  ist  u{$,  ij)  durch 

die  Gleichung  (;>8)  bestimmt.    Damit  ist  auch  gezeigt,  daß 

es  nur  eine  der  Differentialgleichung  (B)  genügende  Funk- 

cju      du 
tion  w  gibt,   wenn  die  Werte  von  u,  ^^- ,  -^r—  längs  der 


Kurve  IS  vorgeschrieben  sind. 


c'a; 


y 


Setzt  sich  die  Kurve  (£  aus  der  zur  y-Achse  par- 
allelen Geraden  ^tj^to  und  der  zur  a;- Achse  parallelen  Ge- 
raden ^^fo^f2  zusammen,  so  liefert  die  Formel  (38)  den 
Wert  von  u  in  jedem  Punkte  des  Eechtecks  ^fi^to^fa -(3 , 
wenn  lediglich  die  Werte  von  u  auf  den  Charakteristiken 
^(i'^fy  und  ^fjj'X,  gegeben  sind. 

Es  sei  nämlich  A{^ ^  ?;)  ein  beliebiger  Punkt  des 
Rechtecks  9\(^i5fo?fo5f3) ;  A^{cc^,  ij) ,  A,{^ ,  y^)  sind  die 
Schnittpunkte  der  durch  A  gezogenen  Charakteristiken 
mit  den  Rechteokseiten  '^lu-^i  und  ^f^'^fo ;  A^^{x^^,y^^)  ist 
der  bisher  mit  ^^(^  bezeichnete  Punkt.  Der  in  der  Formel  (38) 
enthaltene  Ausdruck 


schreibt  sich  jetzt 


Es  ist 


jiPily^Qdx) 


Ai 


Ao  Ao 

jPdy+p 

A,  A, 


jPdy+JQdx 


Qdx  = 


1  d{uv)  (du 


z      ox 


+  ^  I  -^, 1-  &  u 


ex 


dx 
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ähnlich  findet  man 

Pdij  =  ^-[{uv)^^  -  {uv)a2  +  h\d^  +  *^)  ^y  ' 

A,  A, 

Die  Gleichung  (38)  schreibt  sich  jetzt 


u{i ,  v)  =  (^  '^)a.  -  / ^  (-^  +  hujdx 


A., 

Ao 


(40) 


A, 

Aus  den  Werten  von  w  längs  ^2^0  folgen  die  Werte 

von    ,;  -    längs  dieser  Geraden;   aus   den  längs  A.Är.  vor- 

c'x 

geschriebenen  Werten  von  u  ergeben  sich  die  Werte  von 

^^  längs  ^1^0«    Demnach  kann  u{^ ,  Vj)  nach  Formel  (40) 

berechnet  werden,  wenn  die  Werte  von  u  längs  der  beiden 
Charakteristiken  A^Äq  und  ^0^2  gegeben  sind. 

Es  gibt  also  nur  eine  Funktion  u ,  welche  der  Diffe- 
rentialgleichung (B)  genügt  und  längs  der  Geraden  5[i'?lo 
und  ^lo-fo  vorgeschriebene  Werte  annimmt. 

Demnach  ist  auch  die  Eiemannsche  Funktion 
v{x,  y  ;  I,  ?/)  eindeutig  bestimmt  durch  die  Bedingung, 
daß  sie  der  Differentialgleichung  31  (v)  =  0  genügen  und 
längs  der  Charakteristiken  a;  =  |  und  y  =  )j  vorgeschriebene 
Werte  annehmen  soll. 

Der  am  Schlüsse  von  §  30  ausgesprochene  Satz  läßt 
sich  nun  folgendermaßen  ergänzen. 

Die  einzige  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  im  Eechteck  ^K  stetige  Lösung  der 
Differentialgleichung  (B),  welche  längs  der  Charak- 
teristiken ^li'^  und  ''\%2  vorgeschriebene  Werte 
annimmt,  läßt  sich  vermittels  der  Kiemannschen 
Funktion   v{x,y;i,)j)   in    einem    beliebigen    Punkt 
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A{^,  if)  des  Eecbtecks  Si  in  folgender  Form  dar- 
stellen: Ai 

w  [^ ,  v)  =  0*^)4„  +  /  V  [j^  +  &  uj  dx 

Ao 

Die  Ergänzung  des  Satzes  in  §  31  lautet: 

Die  einzige  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  im  Eechteck  9i  stetige  Lösung  u 
der  Differentialgleichung   (B),    welche    nebst    den 

O  U  O  IL 

Ableitungen  -^ —  und  - —  längs  der  Kurve  ß  vor- 

rx  cy 

geschriebene  Werte  annimmt,  gestattet  in  einem 
beliebigen  Punkt  (|,  rj)  des  Eechtecks  91  die  Dar- 
stellung: A., 

«(^,  >/)  =  \[{u'g)a,  +  {uv)a.]- ^{Pdy  -Qdx)  , 

4, 

wo  P,  Q  die  Werte  (39)  haben*). 

Wir  führen  jetzt  eine  Funktion  u  zweier  Variablen- 
paare X,  y  und  ^',  t]'  ein,  welche  zur  ursprünglichen 
Differentialgleichung  i(w)  =  0  in  derselben  Beziehung  steht, 
wie  die  Eiern ann sehe  Funktion  v  zur  adjungierten  Diffe- 
rentialgleichung M{v)  =  0.  Die  Funktion  u{x ,  y  ;  f',  r/) 
genüge  als  Funktion  von  x ,  y  der  Differentialgleichung 
L{u)  =  0  und  nehme  für  y  =  if  den  Wert 

X 

-  jbdx 
e  ^' 

und  für  a?  =  |'  den  Wert 

y 

-  \ady 

e  '/' 
an**). 


*)  Die  in  §  30  unJ  §  31  benutzte  Bezeichnung  ist  hier  nur 
insofern  geändert,  als  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  A 
des  Rechtecks  .9t  jetzt  mit  ^ ,  »/  statt  mit  x ,  y  bezeichnet  sind. 

**)  Beim  Übergang  von  einer  Differentialgleichung  zur  adjun- 
gierten gehen  a,  b  in  — a,  — b  über. 
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Wir  verstehen  unter  |',  ?;'  die  Koordinaten  des 
Punktes  Af^  und  setzen  in  der  Formel  (40)  für  u  die  so- 
eben  eingeführte  Funktion  u{x ,  y ;  1",  jy') ;   dann  ist  auf 

AA  (für  y  =  vl 

ox 
und  auf  ^o^i  (für  x  =  |') 

dy 

so  daß  die  beiden  in  der  Formel  (40)  enthaltenen  Integrale 
fortfallen;   wegen  (w)^^  =  1   schreibt  sich   die  Formel  (40) 

oder  ausführlicher 

(41)  u{^,iy,  ^',rn  =  H^',v';i,V)' 

Die  Eiemannsche  Funktion  v{x,  y  ;  ^ ,  ?;),  welche 
als  Funktion  von  x,  y  der  adjungierten  Gleichung 
genügt,  stellt,  wenn  man  t ,  »;  als  Veränderliche 
und  X,  y  als  Parameter  auffaßt,  eine  Lösung  der 
ursprünglichen  Differentialgleichung  dar  (wenn man 
darin  die  unabhängigen  Veränderhchen  x ,  y  durch  | ,  >/ 
ersetzt);  sie  besitzt  in  bezug  auf  die  Veränderlichen  ^,  ?; 
und  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  dieselben  Eigen- 
schaften wie  in  bezug  auf  die  Veränderlichen  x,  y  und  die 
adjungierte  Differentialgleichung.  Durch  die  Bestimmung 
der  Eiemann sehen  Funktion  v{x,  y;  I,  »;)  erledigt  sicli 
die  Integration  sowohl  der  ursprünglichen  als  auch  der 
adjungierten  Differentialgleichung  *). 

§  33.  Beispiele  zur  Riem an n sehen  Inte2:rationsraethode. 

I.  Wir  betrachten  als  Beispiel  die  Differential- 
gleichung 

(42)  .r-^  =  0  . 

*)  Bestimmung  von  Lösimgen  der  hyperbolischen  Differential- 
gleichung durch  andere  Bedingungen  bei  Iladamard  (Bull,  de 
la  Soc.  math.  de  France,  1903.  1904).  Vgl.  auch  die  Fufjnote  auf 
S.  118. 
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Die  Riemannsche  FunktioQ  'v{x,  y  ;  $,  rf)  genügt  der  ad- 
jungierten  Differentialgleichung 

Sxdy 

und  nimmt,  da  a  und  h  gleieh  Null  sind,  sowohl  für  x=i 
als  auch  für  y  ^  i]  den  Wert  1  an;  demnach  ist 

v  =  l. 

Wir  bestimmen  die  Lösung  u  der  Differentialgleichung 
(42),  welche  dadurch  bestimmt  ist,  daß  die  Werte  von  u , 

-^ —  ,  -r —  längs  der  Geraden  «  —  a?  =  0  vorgeschrieben 
ex        cy 

sind;  es  sei 

(43)  u  =  fix)  ,       4^  _  4^  _  Fix) 

cy         ex 

für  y  =  x,  wo  fix)  und  Fix)  gegebene  Funktionen  sind. 
Der  Schnittpunkt  A^  der  Geraden  x  —  y  ^  0  ,  x  =  ^  hat 
die  Koordinaten  o;  =  | ,  y  =  ^  und  der  Schnittpunkt  Ä2 
der  Geraden  x  —  y  -=  0  ,  y  =  y  die  Koordinaten  x  ^  t] , 
y  =  ri .     Es  ist  jetzt  nach  (39) 

2   dy  '  ^       2   ex  ' 

Auf  der  Geraden  A1Ä2 ,  über  welche  das  Integral  in  (38) 
erstreckt  wird,  ist  y  =  x  ,  also  dy  =  dx  .  Demnach  geht 
die  Formel  (38)  über  in 

(44)  ui^,  .;)  =  i(Al)  +  fiv))  -  ^JFix)  dx  . 

II.    Als   weiteres    Beispiel    diene    die    Differential- 
gleichung 

(45)  ^~^-hcu  =  0, 
cxcy 

wo  c  eine  Konstante  ist.  Die  Eiemannsche  Funktion 
vix,y',  I,  /;)  genügt  der  adjungierten  Differentialgleichung 

^ — —  4-cv  =  0 
cxöy 
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und    nimmt   sowohl   für  a;  =  |   als   auch   für   y  =  )/    den 
Wert  1   an.     Wir  suchen  v  als  Funktion   des  Ausdrucks 

z  =  {x-  ^){y  —  1]) 

darzustellen,  welcher  sowohl  für  a?  =  |  als  auch  für  y  = »? 
verschwindet.     Dann  ist 

dv       ,  .  dv  dv       ,         .,  dv 

d^v  d^v    ,    dv 


dxcJy  dz^        dz  ' 

so  daß  die  Gleichung  (45)  in 
d^v    ,   dv 

übergeht.  Wir  führen  die  beständig  konvergente  Potenz - 
reihe 

(46)  nz)  =  1  -  ^  +  1^  -  pt|^37  +  •  •  • 

ein,  so  daß 

<l>{z)  =  jQ{2fz) 
ist,  wo 

z  z  z 

^ov*y        ^        "92  ~^  02  .  42         92  .  42  .  ß?  ~r  •  •  • 

die  Besselsche  Funktion  erster  Art  vom  Index  0  darstellt  *). 
Dann  ist 

V  =  0{ez) 

die  einzige  Lösung  der  Differentialgleichung  (45),  welche 
für  s  ==  0  den  Wert  1  annimmt.  Wir  haben  demnach  die 
Eiern  an  nsche  Funktion 

(47)  v{x,y;  i,  >;)  =  ^{cix  -  |)  {y  -  ;;))  . 

Wir  bestimmen  nun  die  Lösung  u  der  Gleichung  (45). 
welche  wie  vorhin  dadurch  bestimmt  ist,  daß 

(48)  u-^fia^),  y^-^==F{x) 


*)  Vgl.  ..,Gewöhnl.  Differentialgl.-',  S.  179. 
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für  y  ^  X  sein  soll.  Die  Punkte  A^  mit  den  Koordijiaten 
37  =  I ,  y  =  $  und  Äo  mit  den  Koordinaten  x  =  i] ,  y  =  V 
sind  dieselben  wie  vorhin.  Das  Integral  in  Formel  (38) 
wird  über  die  Gerade  A^A^  erstreckt,  auf  welcher  y  =  x 
ist.     Auf  dieser  Geraden  ist  nach  (39) 


Q 


1     (du 
2'[-fy 


du\        1  , 


^)u 


dv 
dz 


=  j0{cix-$){x 


v))F{x) 


Da  in   den  Punkten  J.,   und  Ac,   v  =  l   ist,   so   ergibt  die 
Formel  (38): 

—  ^f0{c{x  —  ^){x  —  r]))  F{x)  dx 


(49) 


7 

+  \c{r]-  ^)J0'{c{x  -^){x-  7]))  f(x)  dx 


III.  Schließlich  möge  für  die  Differentialgleichung 


(50) 


o-ii 


ß' 


cu 


+ 


ß 


ou 


^0 


6xdy       x  —  ydx       x  —  y  cy 

die  Eiemannsche  Funktion  bestimmt  werden*).    Die  ad- 
jungierte  Differentialgleichung 


o^v 


+ 


ß' 


cv 


ß 


cv 


dxcy    '   X  —  y   ex       x  —  y  ^y 

geht  durch  die  Substitution 

V  =  {x  —  yY^^'  w 
in  die  Gleichung 

6x6y       X 


ß  +  ß' 
{x  —  yY 


0 


ß      ^w    ,       ß' 
—  y   dx       X  — 


c  w 


y  ^y 


=  0 


*)  Vgl.  die  eingehendere  Behandlung  dieser  Differential- 
gleichung bei  Darboux,  Theorie  generale  des  surfaces,  Bd.  II, 
3.  54  ff.  und  S.  81  flf. 
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Über,  welche  die  Lösung 

besitzt,  wo  A  eine  willkürliche  Konstante  und  F{(x  ,  ß,  y .  x) 
die  Gaußsche  hypergeometriache  Reihe  darstellt.  Wenn 
die  Differentialgleichung  für  w  die  Lösung  ff{x,  y)  hat, 
besitzt  sie  auch  die  Lösung 

mit  den  willkürlichen  Konstanten  | ,  >/ .  Aus  der  oben 
angeschriebenen  Lösung  ergibt  sich  demnach  die  Lösung 

w  =  i-n  -  xY  [x  -  ^)-ß'-^-{y  -  ^)-PF{-l,  ß,l-ß'-k,  n), 

wobei  gesetzt  ist: 

_       (x  -  I)  {y  -  tj) 


(51) 


(x  -  rf)  [y  —  k) 


Hieraus  erhält  man   durch   Multiplikation   mit  (.r  —  yY'^'^' 
die  folgende  Lösung  der  adjungierten  Differentialgleichung: 

=  {,j-xY{^-x)-P'-^-{y-^)-ß{y-xY^P'F{-X,ß,\-ß'-X,n). 

Die  Riemannsche  Funktion  ist  die  Lösung  der  ad- 
jungierten Differentialgleichung,  welche  sich  für  x  =  ^  auf 

y 

dy 


-h 


i-y 


y 


und  für  y  =  ?;  auf 


rj 


/ 

f 


dx 


reduziert.  Für  x  =  ^  verschwindet  o  und  die  Reihe  F 
nimmt  den  Wert  1  an;  der  Faktor  (^  —  x)-'-P'  wird  aber 
gleich  Null  oder  unendlich,  wenn  nicht  /  =  —ß'  an- 
genommen wird.     Für  X  =  —ß'  ist 

(52)     V  =  (/;  -  x)-ß'{y  -  |)-^'(»/  -  xy^fi'F{ß',  ß,l,o); 
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man  hat 


y  -  ^y 


für  X  =  ^  und 


V  = 


für  ?/  =  )j ;  folglich  stellt  (52)  die  Riemannsche  Funktion 
dar*). 


*)  Bei  R.  d'Adhemar,  Les  ^quations  aux  derivees  partielles 
ä  oaract^ristiques  reelles  (Coli.  Scientia;  Paris  1907)  sind  neuere 
Untersuchungen  über  hyperbolische  Differentialgleichungen  mit 
zwei  und  mehreren  unabhängigen  Veränderlichen  kurz  skizziert; 
ebenso  im  5.  Kapitel  von  R.  d'Adhemar,  Exercices  et  le<;ons 
d' Analyse  (Paris  1908). 


V.  Abschnitt. 

Die  Fredliolm sehe  Integralgleichung. 
Reihenentwicklungen  nach  den  Eigen- 
funktionen   eines   symmetrischen  Kerns. 

§  34.     Lösung  der  Fredbolm sehen  Integral gleieliung 
im  Falle  n{X)^0. 

Wir  betrachten  eine  Integralgleichung  (Funktional - 
gleichung)  von  der  Form 

b 

(A)  cp{8)-XJK{s,  t)<p{t)dt=^f{s); 

u 

darin  sind  s  und  t  reelle  Veränderliche,  welche  sich  in 
dem  Intervall  a  .  .  .h  bewegen;  X(s,  i) ,  der  Kern*)  der 
Integralgleichung,  ist  eine  Funktion  der  Veränderlichen  s ,  t 
und  l  ein  veränderlicher  Parameter;  f{s)  ist  eine  gegebene 
und  cp{s)  eine  zu  bestimmende  Funktion  von  s . 

Nach  Fredholm**)  läßt  sich  die  Integralgleichung  (A) 
folgendermaßen  nach  der  unbekannten  Funktion  9  (s)  auf- 
lösen. 

Wir  setzen  sowohl  K{s  ,  t)  als  auch  f{s)  und  9  {*•)  als 
endliche  und  stetige  Funktionen  voraus***). 


*)  Nach   Hubert,    dessen   Bezeichnungen    wir   vielfach    be- 
nutzen. 

♦*)  Stockholm  Öfversigt  1900,  S.  39;  Acta  niathematioa,  Bd.  27. 
S.  365.  —  Auf  andere  Weise  hat  Hilbert  die  Theorie  der  Integral- 
gleichungen begründet  (Göttinger  Nachrichten  1904.  S.  213  und 
1906,  S.  439);  dabei  wird  die  (in  den  Göttinger  Nachrichten  19Uti. 
S.  157  entwickelte)  Theorie  dt-r  quadratischen  Fornion  von  unend- 
lich vielen  Veränderlichen  benutzt. 

***)  Diese  VoraussetzAing,  welche  nicht  notwendig  ist,  wird  der 
Einfachheit  halber  gemacht. 


;i) 
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Wir  gehen  aus  von  der  Determinantenrelation*) 
K{s,  <)  ,      K{s,  Vi)  ,       ...,      E{s,  r„) 


K{r„  ,  t)  ,     K{rn,ri}  ,      ...,     K{r,, ,  r„) 


=  K{s  ,  t) 


-\-y{-lYK{s,ri) 


i  =  l 


|^(»*n,Oj  -^(^ijn)j  •  •  -J  ^('•«»»•t-l),-fi^(>n,n+l),  . . .,  K{7\,r„)  ' 


die  man  erhält,  indem  man  die  angeschriebene  Determi- 
nante {n  +  l)ten  Grades  nach  den  Elementen  der  ersten 
Zeile  entwickelt.  Wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (1) 
in  bezug  auf  jede  der  Veränderlichen  r^ ,  .  .  . ,  r„  zwischen 
den  Grenzen  a  und  &  integriert  und  durch  n\  dividiert, 
erhält  man  unter  Benutzung  der  Bezeichnung 

b  b^ 

1  r 


(2)    A, 


dvi...  dr,,  , 


dr^  . . .  dr„**) 


I 

;/   \K{rn,i\),   .  .  .,  K{r,„r„)\ 

,         JE{s,t),   K{s,r,),  ...,   K{s,r„) 
H)    A„{s,  t)  =  j^f. . .  rk('-i'^)'  ^(n,r.),  •  .  .,  K{r„r,:) 

K{rn,t),  iC(r„,  /-i),  .  .  . ,  K{r„,rn) ! 
die  Gleichung 

b 

(4)  Ä,{s ,  t)  =  K{s ,  t)  A,  -  jKis ,  r)  An-x{r,  () dr 


Das  letzte  Glied  der  Gleichung  (4)  ergibt  sich  folgen- 
dermaßen. Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (1)  ist 
{—iy^K{s,  »•„)  mit  der  Determinante 


*)  Dabei  ist  n  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  . . 
^^\  Es  ist 

^-1,    A,{s ,  t)  =  K{s ,  t) 


A 


\^ 


Ui 
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K{r,t),     K{r,,r,),      ...,     E{r,,r„_,) 

Eir„  ,  1)  ,     K{rn  ,  r^)  ,     .  .  .  ,     Z(r„ ,  r„_i) 

multipliziert,  welche  wir  dadurch  umformen,  daß  wir  die 
nie  Zeile  an  den  Anfang  stellen  und  den  Faktor  (  — 1)""' 
vorsetzen,  welcher  sich  mit  (  —  1)"  zu  —1  zusammensetzt; 
das  letzte  Glied  der  Gleichung  (1)  ist  demnach 


■K{s,  Tn) 


Kirn,t),     K{r„,r,), 
K{r,,  t),     K{r,,r,), 


7i:(rn_i,t),  iC(r„_i,r,),  ...,  /r(r„_i,  r„_i) 


Wenn  man  dieses  Glied  nach  r, ,  .  .  . ,  r„  integriert,  durch  n ! 
dividiert  und  die  Gleichung 


b       b 


^n-i{rn,t)- 


{n-l)\r 


d  /'i . . .  d  r, 


\E{rn-i,t),K{r„_i,ri),...,K{r„_i,r„_i) 
berücksichtigt,  erhält  man 


K{s,  r„)  A„_i{r„  ,  /)  dr„ 

n 


K{s,  r)A„_,{r,  i)dr 


Beachtet  man,  daß  sich  das  beschriebene  Verfahren  auf 
jedes  der  n  letzten  Glieder  der  Gleichung  (1)  anwenden 
läßt,  so  hat  man  das  letzte  Glied  der  Gleichung  (4). 

Wir  führen  die  beiden  folgenden  Pot-enzreihen  von  /.  rin : 


(G) 


«=ü 
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in  §  35  zeigen  wir,  daß  diese  beiden  Reihen  für  alle  Werte 
von  X  konvergent  sind.  D{k)  wird  als  Determinante 
des  Kernes  K{s,  t)  bezeichnet,  -D(/;  -s' ,  t)  als  Unterdeter- 
niinante  erster  Ordnung. 

Wenn  man  die  Gleichung  (4)  mit  (  —  1)"/"  multipliziert 
und  über  n  =  0 ,  1  ,  2  ,  . .  .  summiert*),  erhält  man  die 
Gleichung 

oo  oo 

«  =  0  rt  =  0 

.'' 

«  "  =  i 

oder 

b 

(7)  DiX;s,t)  =  Kis,  t)D{Ä)  +  a/Jl  (s  ,r)D{X-  r ,  /)  dr  . 

a 

Wir   machen   zunächst   die  Voraussetzung,   daß  i>(A) 
von  Null  verschieden  ist. 
Setzt  man  - 

(8)  K(A;.,0  =  ^^(|^'^ 
so  nimmt  die  Gleichung  (7)  die  Form  an: 

b 

\<.{X;  s,t)^K{s,t)-\-  l\K{s  ,  r)  K(/  ;  r  ,  t)  dr 

a 

oder 

b 

(9)  K{s,t)^K{Ä;  s,t)-  lJK{s  ,  r)K{?.;  r ,  t)dr  . 

a 

Die  Integralgleichung  (A)  wird  also,  wenn  man  f{s)  =  E{s,t) 
setzt,  durch  (p{s)  =  K{X;  s ,  t)  befriedigt. 

Wenn  man  die  Determinante  {n  +  1)  ten  Grades  auf 
der  linken  Seite  der  Gleichung  (1)  statt  nach  den  Elementen 
der  ersten  Zeile  nach  denjenigen  der  ersten  Kolonne  ent- 


*)  Für  M  —  0  hat  man  an  Stelle  von  (4)  die  Gleichung 
A,is,t)  =  K{s,t), 
da  Ä-i{s,  t)  gleich  Null  zu  setzen  ist. 
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wickelt,  im  übrigen  aber  wie  bisher  verfährt,  wird  die 
Gleichung  (7)  durch 

b 

{!')     D{1;  s,t)  =  K{s  ,  t)  D{k)  +  kJDi/. ;  s,  r)K(r,  t)  dr 

a 

und  die  Gleichung  (9)  durch 

h  » 

(90        Eis  ,t)^K{X;s,t)-  A/K(A  ;  s,  r)K{r,  t)  dr 

a 

ersetzt. 

Man  bezeichnet  die  Funktion  K(/  ;  s ,  <)  als  die  lösende 
Funktion  für  den  Kern  K{s,  t);  mit  ihrer  Hilfe  läßt  sich 
die  Integralgleichung  (A)  folgendermaßen  auflösen: 

b 

(10)  <p{8)  =  f{s)  +  xfK{X',s,t)mdt. 

a 

Zum  Beweise  fassen  wir  die  linke  Seite  der  Gleichung  (A) 
als  eine  auf  die  Funktion  cp{s)  ausgeübte  Transformation 
auf  und  schreiben  demgemäß 

b 

(11)  S(p{s)  =  (p{s)  -  x[k{s  ,  t)  9?(0  dt  . 

a 

Mit  Z  möge  die  Transformation  bezeichnet  werden,  welche 
aus  S  dadurch  hervorgeht,  daß  mau  K{s,t)  durch  —K{?.;s,  t) 
ersetzt;  es  ist  also 

b 

(12)  ^f{s)  =  f{s)-^XlK{l;s,t)f{t)dt. 

a 

Wendet  man  die  Transformationen  2"  und  /^'  nacheinander 
an,  so  erhält  man 

b 

si:f{s)  =  i:f{s)  -  xj'k{s ,  t) .  :if{t) dt 

a 
b 

==f{s)-\-A[{KiX-s,t)-K{s,t))f{t)dt 

a 

b  b 

-A2/yZ(s,0K(/;  t,r)f{r)drdt  ; 
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die  rechte  Seite  reduziert  sich  auf  f{s),  wie  man  erkennt, 
indem  man  die  Gleichung  (9)  mit  f{t)dt  multipliziert  und 
zwischen  den  Grenzen  a  und  b  integriert.     Es  ist  also 

(13)  Syf{s)  =  f{s), 

oder  2:  ist  die  inverse  Transformation  von  S.  Ebenso  ist 
unter  Berücksichtigung  von  (9') 

(14)  l\Sq^{s)=^cp{s). 
Wenn  eine  der  Gleichung  (A) 

8<pis)  =  f{s) 
genügende  Funktion  (p{s)  existiert,  so  ist  nach  (14) 

(p{s)  =  2:f{s) , 

wodurch  die  Funktion  (p{s)  eindeutig  bestimmt  ist. 

Umgekehrt  genügt  der  Ausdruck  (10)  der  Gleichung  (A), 
denn  es  ist 

s<p{s)  =  si:f{s)  =  f{s) 

nach  (13). 


§  35.  Lösifng  der  Fredholm  sehen  Integralgleichung 
im  Falle  1>(A)  4=0.    Fortsetzung. 

Um  die  Konvergenz  der  in  §  34  aufgestellten  Potenz- 
reiheu  für  D{X)  und  D{k;s,t)  zu  beweisen,  benutzen  wir 
einen  von  Hadamard*)  herrührenden  Determinautensatz. 
Die  Determinante 


D 


tto, 


«12   1 


«-22   > 


«in 
«2n 


oder 


"-«1 ) 


a„ 


D  =  [an,]  (i,fc  =  l,2,  .  .  .,w) 

gehe,   wenn   man  jedes  Element  aik  durch  die  konjugiert 
komplexe  Größe  äa-  ersetzt,  in 

D  =  [äik]  {i,]c  =  l,  .  ..,n) 

*)  Bulletin  des  sciences  mathematiques,  2.  Serie,  Bd.  17  (1893). 
—  Der  im  Text  entlialtene  Beweis  wurde  von  Wirtinger  (Monats- 
hefte für  Math.  u.  Phys.  1907)  gegeben. 
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Über.     Dann  ist,  wie  wir  zeigen  werden, 

n 

(15)  DD^JJ{aiiäii-h  •■• -\-(iinäin)  ■ 

i  =  l 

Beachtet  man,  daß 

DD=\D\^,       ai„äa=\aik\^ 
ist,  so  kann  man  schreiben: 

l^l'^/7(|«il|'+---  +  l«in!-). 
1  =  1 

Ist  kein  Element  au,  der  Determinante  D  dem  absoluten 
Betrage  nach  größer  als  die  positive  Größe  %  ,  80  ist 

also 
oder 

Um  die  Ungleichung  (15)  zu  beweisen,  setzen  wir 

«i  =  «tl  «il  +  .  •  •  +  «in  (iin         {i  =  l,  ..  .,  n) 

und  dividieren  die  Elemente  der  tten  Zeile  der  Deter- 
minante D  sowohl  wie  der  konjugiert  komplexen  Deter- 
minante i)  durch  \Si  .     Wir  setzen 


(t  =  1  ,   .  .  .  ,  71) 


Wir  suchen  das  Maximum  von  .U  unter  der  Voraussetzung, 
daß  die  Größen  «a-  und  aa-  die  n  Bedingungen  (a)  erfüllen. 
Wir  wenden  die  aus  der  Differentialrechnung  bekannte 
Lagrangesche    Kegel   an,    indem    wir   unter    Einführung 


so  daß 

/-  —  ^t*  » 

,«) 

«ti«ti  +  •  • 

■  +  «i«  A.«  =  1 

ist,  und 
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der  n  Koeffizienten  /l, ,  .  .  .  ,  l^  die  partiellen  Ableitungen 
des  Ausdrucks 

n  n 

i=l      k-1 

nach   den   2  w^  Größen  äu-  ,  öCu-  gleich  Null   setzen.     Wir 
erhalten  so  die  2n-  Gleichungen 

A  Aik  =  ki  (Xik  ,       A  Aik  =  h  oiik  j 
wo 

_    aj  Ä     _    ^^ 

Unterdeterminanten  sind.     Daraus  folgt 

^^  Kk  ^ik  =  h^  (^ik  ^ik 
k  k 

oder,  da 

ist,  mit  Eücksicht  auf  (a) 

ZJ  Z  :^    Ai    =    A     . 

Weiter  ist 

oder,  da 

[A,,]  =  zi»-i 
ist, 

d.  h. 

oder  A"  -  *  =  ^^ ,   woraus  sich   ergibt,    daß  A  =  1   oder  das 
Maximum  von  AA  gleich  1  ist. 
Aus  der  Ungleichung 

AÄ^l 
folgt,  da 

A  =  -—=,  A  = 

Pl  "  '  Sn  p^.  .  .S„ 

ist, 

BD  ^s^  .  .  .  s„  , 
w.  z,  b.  w. 

13* 
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Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Erfüllen  die  Elemente  der  Determinante 


D  = 


die  Bedingung 
so  ist 


a, 


la,i|^5{,  (i,  fc=l,  ...,n) 

\D\  ^5r"}'w". 

Es  sei  nun  K  eine  positive  Größe,  welche  von  der 
Funktion  K{s ,  t)  nicht  überschritten  wird,  wenn  man  s 
und  t  auf  das  Intervall  a  .  .  .  &  beschränkt.  Dann  ist 
nach  dem  soeben  ausgesprochenen  Determinantensatz  der 
absolute  Betrag  der  Determinante 


-B^(«n  ,   Sj)  , 


höchstens  gleich 
nach  (2)  ist  also 

und 


u. 


i\M 


^  jB:(&  —  a)/» 


Aus  der  asymptotischen  Darstellung  der  Gammafunktion 
durch  die  Stirlingsche  Reihe  folgt 

logw !  =  \  log2  7111  -\'  n  logn  —  w  +  f„  ,     lim  f „  =  0  , 

fl  =   +00 


logyw!  =  logn  —  1  + 


log2nw       f„ 


'in 


+ 


n 


yn!  =  -(l+  (>,.),     Um  ()„-(.) 

C  n  =  +00 


Also  ist 


Unl^ 


eK{h  —  a) 


§  35.     Lösung  der  Integralgleichung  im  Falle  D(/.}  zj=  0 .     107 
und  folglich 
(16)  lim 'KiÄJ  =  0  . 

Daraus  geht  hervor,  daß  die  Keihe  (5) 

n  =  0 

für  alle  Werte  von  X  konvergent  ist. 

Das  gleiche  beweist  man  auf  demselben  Wege  für 
die  oben  mit  D{X;  s,  t)  bezeichnete  Eeihe  (5),  und  zwar 
konvergiert  diese  Eeihe  gleichmäßig  nicht  nur  für  alle 
einem  endlichen  Gebiet  der  /-Ebene  angehörenden  Werte 
von  X ,  sondern  auch  für  alle  Werte  von  s  und  t ,  welche 
dem  Gebiet  a^  s  ^b ,   a  ^t  ^h  angehören. 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Der  Kern  K{s  ,  t)  der  Integralgleichung 

b 

(A)  f{s)  =  <pis)-XfK{s,t)<p{t)dt 

a 

sei  eine  für  a^s^ö,  a  ^t  ^h  endliche  und  stetige 
Funktion.     Die  Eeihen 

n  =  0 

oo 

D(A;5,«)=2'(-l)M„(s,«)/", 

n  =  0 

deren  Koeffizienten  J.„  und  An{s ,  t)  durch  die  Glei- 
chungen (2)  und  (3)  definiert  sind,  stellen  ganze 
transzendente  Funktionen  von  ?.  dar.  Die  lösende 
Funktion 

•^(^^'"'^^^      D{X) 
des  Kernes  K{s,  t)  genügt  der  Gleichung 

6 

K{s  ,  t)  =  K(2  ;  s  ,  0  -  ^<f^{s  ,  r)  K(A  ;  r,  t)  dr  . 
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Ist  Dß)  von  Null  verschieden,  so  hat  die  Integral- 
gleichung (A)  eine  und  nur  eine  Lösung 

b 

rp{s)  =  f{s)  +  lfK{^;s,t)f{t)dt. 

a 

Setzt  man  hierin  f{s)  =  0,  so  sieht  man,  daß  die 
homogene  Integralgleichung 

b 

(p{s)  -  kJKis  ,  t)^{t)dt  -0 

a 

nur  die  Lösung  <p{s)  =  0  besitzt. 

Wir  schließen  einige  Bemerkungen  an,  von  denen  im 
folgenden  Gebrauch  gemacht  wird. 

Mit  Eücksicht  auf  die  Ausdrücke  (2)  und  (3)  für  J.« 
und  Än{s ,  t)  hat  man 


(n+l)JL„+i  ^fA^is,  s)ds  ; 

a 

wenn    man   diese   Gleichung    mit   (  — 1)"+^."    multipliziert 
und  über  -»1  =  0,  1 ,  2 ,  ...  summiert,  erhält  man 

oo  CO  ? 

2^{-ir^Hn  -}-l)Ä,^,X-  =  -  2^{-irk"lAn{s  ,  s)ds 

M    =    0  »»     =    0  g 

oder 

(17)  ^)  =  _|i,(A;,,.)d.. 

a 

Die  lösende  Funktion  K(/.;  s,  t)  des  Kernes  K(s  ,  t) 
läßt  sich  in  eine  Potenzreihe  von  /  entwickeln ,  welche, 
da  D{0)  =  Ä()  =1  ist,  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
X  =  0  konvergiert : 

(18)  K(/;s,/)=^Z"  +  'GsO/l"- 

»1=0 

Setzt  man   diese   J\eihe  in   die   Gleichung  (9)   ein,   so   er- 
hält  man   durch   Yergleichung   der   von   l   freien    Glieder 

E^{s,t)  =  K{s,t) 
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und  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  2" 

h 

/£"+i  (s  ,  0  =  fK{s  ,  r)  E^r  ,  t)  dr  . 

n 

Demnach  ist 

h 

K^s,  t)=lK{s,  r)K{r,  t)dr, 

a 

b  •' 

K\s  ,  t)  =  fK{s  ,  r) E^r ,  t) dr  ^ (^ -^ >  ^^'^^ ^' 

a 
bb 

=jJK{s  ,  r)  K{r ,  r,)  K{r, ,  t)  dr  dr, 

a  a 

USW.  und  allgemein 

bb  b 

(19)  E-^\s,  t)=l'l...JE{s,ryE(r,  r,)  . .  .  E{r,_, ,  t)drdr,  ...dr^^,; 

a  a         a 

daraus  folgt 

6 

i:'«  +  «(s  ,  t)  =JE"^{s  ,  r)  E''ir  ,  t)dr  . 

a 

Die  Größen  if"(.s,  t)    werden   als   iterierte  Kerne   be- 
zeichnet. 

Für  /l  =  0  ergibt  sich  aus  (18) 

K(0;  s,  t)  -=E{s,  t)  . 

§  36.   Lösung  der  Integralgleichung  im  Falle  D{k)  =  0. 

Nachdem  die  Integralgleichung  (Ä)  unter  der  Voraus- 
setzung gelöst  ist,  daß  die  Determinante  D(A)  nicht  ver- 
schwindet, verstehen  wir  unter  Ä  =  /q  eine  Wurzel  der 
Gleichung  D{X)  =  0  und  betrachten  zunächst  die  homo- 
gene Integralgleichung 

b 

(Bo)  (fis)  -  k,JE{s  ,t)<p{t)dt  =  0. 


200      V.  Abschnitt.     Die  Fredholmsche  Integralgleichung. 

Ist   Xq    eine    einfache   Nullstelle   von    B(X) ,    Lst    also 
i)(A„)  =  0,   D'{?.o)^0,  so  kann,   weil  die  Gleichung  (17) 

b 

n 

besteht,  D{1(^;  s,  s)  nicht  für  alle  Werte  von  s  verschwin- 
den.    Die  Funktion 

D{X;s,  t) 


K{l',s,t)^ 


D{X) 


besitzt  den  einfachen  Pol  A  =  Aq  ,  in  dessen  Umgebung 
die  Entwicklung 

besteht,  wo  ^(A  —  /q)  eine  von  s  und  /  abhängige  Potenz- 
reihe von  l  —  Aq  darstellt.  Wenn  man  diesen  Ausdruck 
für  K(A;  s,  i)  in  die  Gleichung  (9)  einsetzt,  mit  A  — /^ 
multipliziert  und  hierauf  l  =  X^y  setzt,  erhält  man  die 
Gleichung 

b 

D{lo  ;s,t)  =  X^JK{s  ,  r)  D{).,  ;r,t)dr. 

(i 

Werden  die  Zahlenwerte  s^,  f^  so  gewählt,  daß  D {?.(,;  s^,  t^) 
von  Null  verschieden  ist,  so  kann  die  Funktion 

(p{s)  =  2)(^;  &•,  /i)  , 

welche  der  Gleichung 

b 

(p{s)  ^  k^lKis,  r)cp{r)dr 

a 

genügt,  nicht  identisch  in  s  verschwinden. 

Um  auch  den  Fall  einer  mehrfachen  Wurzel  der 
Gleichung  D{X)  =  0  behandeln  zu  können,  verallgemeinern 
wir  die  in  §  34  benutzten  Determinauteiirelatioueu. 

Indem  wir  die  Bezeichnung 

I  iC(.s',,  /,).      ...,     K{s,,  i,„)    I 

1  ^{Sm,   ^)  ,       •..,       KiSm,   fm)   \ 


(20)    En'  ••■' "'" 
V'i  >  •  •  •  ?  '»» 


§  3f>.     Lösung  der  Integralgleichung  im  Falle  D(A)  =  0.     201 


benutzen,  setzen  wir 


(21) 


\  au 


dr^  .  .  .  din 


Dann  stellt  die  Reihe 

(22) 


I  =2(-l)M„(.9,,  ...,  s,„;  /,,...,  U^-" 

[         n  =  0 


eine  ganze  transzendente  Funktion  von  /  dar,  welche  man 
als  Unterdeterminante  wter  Ordnung  von  D{?.)  bezeichnet. 
Ähnlich  wie  die  Gleichung  (17)  in  §  35  beweist  man 
die  folgende  allgemeinere  Gleichung: 

b  b 

23)    ^^^=(-1)'»J...|d(2;  s,,  ...,  s,„;  s,,  ...,  s„)ds,  ... 

a  a 

Wären  für  einen  gewissen  Wert  /  =  ^  sämtliche  Unter- 
determinanten 

D(x  ;  «1 ,  .  .  .  ,  s,n  ;  h,  .  ■  • ,  h)         {m  =  0,  1 ,  2  ,  .  .  . ) 

identisch  in  s^,  ...;  t^,  ...  gleich  Null,  so  würden  alle 
Ableitungen  von  Z)(/)  für  /  =  ^  verschwinden,  was  nicht 
möglich  ist,  da  A  =  ^  für  die  ganze  transzendente  Funktion 
D{X)  nur  eine  Nullstelle  von  endlicher  Ordnung  sein  kann. 
Die  Determinantenrelation  (1)  läßt  sich  folgender- 
maßen verallgemeinern: 


ds„ 


(24) 


. .,  s 


Vll      •    •    •    >     ^OT  5       '  1  ? 


\'2  >    •  •  •  »    ''m  ?    '  1  » 


•  ?   'n 

,  rn 
r 


So  »    ^3  » 


+ 


\'i » '3 » •  •  •  ?  '»i  5  '1  > 


.  .  .  ,  f „/ 

>   '^  )K  )   ^1  ?    •  •  •  !    '  n 


r, ,   ro 


+  (-i)'"^(.,,r,)zn'    ■'  ""     -  ;' 

Vi  •      •  •  •  ?    'm-l  )    'm  ?    '2  ) 
+ 


r,, 
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Wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (24)  in  bezug  auf 
jede  der  Veränderlichen  r^,  .  .  .  ,  r„  zwischen  a  und  b  in- 
tegriert und  durch  nl  dividiert,  erhält  man  die  der  Glei- 
chung (4)  entsprechende  Gleichung 

^«(•^'l  )    •  •  •  >    ^m  5    ^1  )    •  •  •  5    hn) 

=  xL(Sj  ,   tj)  An\S2  )    •  •  •  >   ^?n  ;    *2  )    •  •  •  »   '»') 

-ÖL  (Sj[  ,    ^2)  -^n(^2  )   »"'s  >    •  •  •  )    ^w  I    '1  >    '3  >    •  •  •  >    'mj 

+ 

b 


I 


(25) 


Durch   Multiplikation   dieser  Gleichung   mit  (  —  1)"/"   und 
Summation  über  w  =  0 ,  1 ,  2 ,  ...  erhält  man 


(26) 


D(;.;  s,, 


>   "ni  )    '19    • 


,   t,„) 


+ 


+  ;./iC(si ,  r)  D(/v ;  r ,  s^  ,  .  .  . ,  s„, ;  /j ,  /o  ,  .  .  •  ,  /„,)  dr 


Verschwindet  für  X  =  X^  nicht  nur  die  Determinante 
D{k),  sondern  auch  die  Unterdeterminanten  von  geringerer 
als  der  mten  Ordnung,  ist  aber  i)(4;  Sj,  .  .  .,  s,„;  t^,  .  .  .,  i,„) 
nicht  Null*),  so  schreibt  sich  die  Gleichung  (26) 


(27) 


-^'^'0  5    '*'l  ?    •  ■  •  1   ^m  5    '11    •  •  •  5    '»1/ 
6 

=  XoJK{si ,  r)  D{Xq  ;  r ,  So  ,  .  .  . ,  -S« ;  'i ,  •  •  • ,  K)  dr 


oder  wenn  man  s^  durch  s  ersetzt: 

-^(^0  5  s  ,  So ,  •  •  •  >  s,„ ;  (j ,  •  .  .  ,  *,„) 
=  XqIK{s  ,  r)  i>(4  ;  r,  So,  .  .  .  ,  s„, ;  /j ,  .  .  .  ,  /,„)  dr 


(270 


*)  Dann  ist.  wie  aus  der  Gleichung  (23)  folgt,  /.  =  /.q  eine  min- 
destens Mifache  Wurzel  der  tileichung  D{/.)  =  0. 


§  36.     Lösung  der  Integralgleichung  im  Falle  Z)(/)  —  0.     20.3 

Setzt  man  für  s, ,  .  .  . ,  «„,  und  t^,  .  .  .,  t,n  solche  Zahlen - 
werte,  daß  -D(^;  Si,  . . .,  s,„;  t^,  .  .  .,  (,„)  nicht  verschwindet, 
so  stellt  der  Ausdruck 

9?  (s)  =  x/  (/(, ;  s  ,  Sg )  •  .  .  ,  s,„  ;  t  ^ ,  .  •  . ,  t^) 
sowohl  wie  der  Ausdruck 

/   N  -^(^0  >   ^  >  ^2  >    •  •  •  >  ^w  >    hy    •  •  •  >  hn) 

-^('^0  5    *1  )    •  •  •  >  ^w  5    ^1  >    •  •  •  )  hn) 

eine  Lösung  der  homogenen  Integralgleichung  (Bq) 


(^(s)-Ao/iC(s,r)9;(r)dr  =  0 


dar.     Ebenso  ergibt  sich 


(28)    <r,(s) 


-^  ('^O  j   ^15    •  •  •  ?  *m  ;    n  )    •  •  •  j  ^m) 

(i  -  1 ,  .  .  . ,  m) 


als  Lösung  der  Gleichung  (Bq). 

Setzt  man  an  Stelle  der  Formel  (24)  diejenige,  welche 
man  erhält,  indem  man  bei  der  Entwicklang  der  Deter- 
minante (24)  die  Zeilen  und  Kolonnen  vertauscht,  so  wird 
die  Formel  (26)  durch  die  folgende  ersetzt: 

!/(/.;  s^ ,  .  •  . ,  s„f ;  t^,  •  •  •  >  tm) 

=  A  (Sj  ,  Tj )  1/  (/  ',   ^2  5    •  •  •  ?  "^m  5    ^2  )    •  •  •  J  *nt) 

-"-  (^2  >  '  1 )  -^  ('^  5   '^1  J  ^3  )    •  •  •  >  ^m  j   f 2  >    •  •  •  )  ^)«) 
+ 

+  ^1  1^{t^ ,h)D{^;  Si,s.2,  ..  .,  s,„ ;  r ,  /j ,  •  •  • ,  h,) dr  . 


(29)    . 


Für  ^  =  Af, ,  wo  ?.Q  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorhin,  geht 
diese  Gleichung,  wenn  man  noch  t^  durch  t  ersetzt,  über  in 


(30) 


-^  ('^O  J   ^1  )    •  •  •  j  ^m  I    '■»'2  5    •  •  •  >  ^m) 
b 
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Demnach  genügt  die  Funktion 

rp{t)  -=  2)(Ao  ;  «1 ,  .  .  . ,  s„, ;  t,^,  ■  ..,  t,„) 
oder 

/.\ -^(^0  >   ^1  >    •  •  •  j  ^m'j   ij  h  i    •  •  •  >  'wi) 

-^ V'^O  5   *1  >    •  •  •  )  *m  5    hl    •  •  •  >  *m) 

der  Gleichung 

(Bo')  rp{t)-X,frp{r)Kir,t)dr^O. 

a 

Auf  diesem  Wege  ergeben  .sich  die  m  Lösungen 

(31)  v;i(<)  = r»n   .  g 7-7^ Tl 

(i  -  1 ,  .  .  . ,  w) 

der  homogenen  Integralgleichung  (Bq). 

Wir  weisen  nach,  daß  die  m  Funktionen 

(Pi{s)  ,        ...  ,       (p^{s) 

linear  unabhängig  sind. 

Die    Gleichung  (27)    kann    in    der  Form    geschrieben 
werden : 

b 

(32)  ;.o/^(s,,r)<ri(r)<2r  =  l. 

a 

Aus  der  Formel  (24)  geht  eine  andere  hervor,  indem  man 
die  Determinante  auf  der  linken  Seite  durch  0  und  die 
Größen 

auf  der  rechten  Seite  durch 

ersetzt.  Wenn  man  die  abgeänderte  Relation  ebenso  be- 
handelt wie  oben  die  Relation  (24),  erhält  man  an  Stelle 
der  Gleichung  (32)  die  Gleichung 

6 

(33)  (K{s,,r)<r,(r)dr  =  0. 
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Es  ist  demnach 

^  f— -  für  i  =  i' 

(34)  \K{^,,r)rp,{r)dr=^\K 

[  ü      „    i:si'. 
Besteht  eine  Relation 

mit    konstanten    Koeffizienten    Cj ,    .  .  .  ,   c,„  ,    so    ist    für 
*  =  1 ,  . .  .  ,  m 

b  b 

CilK{Si,r)  (pi{r) dr  +  .  .  . -{-  c,„fK{Si ,  r) <p,n{r) dr  =  0  , 

(('  a 

also  mit  Eücksieht  auf  (34)  Oi  -=  0 . 
Ebenso  ergibt  sich,  daß 

linear  unabhängig  sind. 

§  37.  Lösung  der  Integralgleichung  im  Falle  7>(A)  =  0. 
Fortsetzung. 

Wir  zeigen,  daß  die  allgemeinste  Lösung  (p{s)  der 
Integralgleichung  (B^)  eine  lineare  homogene  Funktion  von 
(pi{s) ,  ,..,  cp,a{^)  mit  konstanten  Koeffizienten  ist. 

Wir  setzen 

/qr\  ri      4\  -Z)  (/q  ;  8,8^,  .  .  . ,  g^  ;  t ,  t^ ,  .  .  . ,  ?,„) 

und 

b 

(36)  2'/-(.)  =  fis)  +  ^/r(.s' ,  0  m  dt  . 

rt 

Dann  ist,   wenn  unter  aS  die  Substitution  (11)  für  X  -=  X^^ 

b 
S  (p{s)  =  (p{s)  -  UK{s  ,  0  cp{t)  dt 

a 

verstanden  wird, 

(37)  2: 8  (p{s)  =  T (p{s)  , 
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wo 

b 

(38)  T(p{s)  =  (p{s)  +  XoJQ{s,t)(p{t)dt 

a 

und 

b 

(39)  Q{s,t)  =  \-{s  ,  t)  -  K{s ,  i)  -  4jr(6- ,  r)  K{r,  t) dr 

a 

ist.     Der  Formel  (29)  entsprechend  ist 

X'  (/  ;    S  ,  Si,    .  .  .  ,  Sff^^,    l  ,  tj  ,    •  •  •  j  ^m) 

-  K{s,t)D{?.;  s^,  ...,s^;ti,  .  .  . ,  U 

b 

—  XJK{r,  t)D{X ;  s,Si,  ..  .,Sm',  r,ti,  ..  .,t,n)dr 

a 

=      K{Si,  t) D{a;  s ,  S2,  .  .  . ,  Sf„;  ij ,  .  .  . ,  tfn) 
setzt  man  hierin  ?.  =  ^  und  dividiert  man  durch 

■'^  v'^O  5   *1  >    •  •  • )  *m  5   *l  j    •  •  •  »  ^ffi)  j 

so  hat  man 

(40)  Q{s,t)  =  --^(si,  t)97,(s)  -  ...  -  K{s„,,t)(p„,{s)  , 
also 

m 

(41)  T<p{s)  =  cp{s)-2^Ci(pi{s) 
unter  Benutzung  der  Bezeichnung 


d  =  XofK{Si ,  t)  <p{t)  dt.       (i  =  1 ,  .  .  . ,  m) 


Wenn  eine  der  Gleichung  Sq^{s)  =  0  genügende  Funk- 
tion (p{s)  vorhanden  ist,  so  ist  nach  (37) 

oder  wegen  (41) 

m 

(42)  (^(s)  =  Ve,<^.,(«), 

w.  z.  b  w. 
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Ebenso  erkennt  man,  daß  die  allgemeinste  Lösung  i/'(^) 
von  (Bo)  eine  lineare  homogene  Verbindung  von  v^i(^),  .  .  ., 
y',n{t)  mit  konstanten  Koeffizienten  ist. 

Wir  werfen  noch  die  Frage  auf,  unter  welchen  Be- 
dingungen die  Integralgleichung  (A)  lösbar  ist,  wenn  für  A 
eine  Wurzel  ^.^  der  Gleichung  D(/)  =  0  gesetzt  wird. 

Wenn  man  die  Gleichung 

(Ao)  <p{s)  -  XoJKis ,  t)  <p{t)  dt  ^  f{s) 

a 

nach  Multiplikation  mit  xm{s)äs  (i  =  1,  .  ,  .,  m)  zwischen 
den  Grenzen  a  und  &  integriert,  erhält  man 

b  bb  h 

l<p{s) yji{s) ds  —  2.qIiK{s ,  t) yji{s) (p{t) ds dt  =  jA«)  Vi(*) ds  . 

a  a  a  a 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet,  denn  sie 
wird  erhalten,  indem  man  die  Gleichung 

b 

y^i{s)-Xofvi{r)K{r,s)dr  =  0*) 

a 

nach  Multiplikation  mit  (p{s)ds  zwischen  a  und  b  integriert. 
Also  muß 

b 

(43)  ff{s)y^i{s)ds  =  0  (i  =  l,...,m) 

a 

sein. 

Wir  setzen  die  Bedingungen  (43)  als  erfüllt  voraus 
und  fragen,  ob  die  Gleichung  (A^)  Lösungen  besitzt. 

Ist  eine  der  Gleichung  (A^)  oder 

(44)  Scp{s)  =  f{s) 

genügende  Funktion  q){s)  vorhanden,  so  erhält  man,  wenn 
man  auf  beide  Seiten  der  Gleichung  (44)  die  Transformation  2 
anwendet, 

(45)  i:Scp{s)  =  T(p{s)=^Zf{s), 


*)  Diese  Gleichung  besteht,  weil  v'KO  ^^ine  Lösung  der  homo- 
genen Integralgleichung  (Bq)  ist. 
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oder  wegen  (41) 

t  =  l 

Eine  etwa  vorhandene  Lösung  der  Gleichung  (A^)  ist  also 
von  der  Form 

m 

(4G)  cf>{s)=yf{s)-^2^Cicp,{s). 

i-l 

Aus  einer  Lösung  der  Gleichung  (A„)  geht  durch  Addi- 
tion der  Lösung 

m 

1=1 

der   homogenen    Gleichung  (B(,)    wieder    eine   Lösung    der 
Gleichung  (A^,)  hervor:  wir  brauchen  also  nur  zu  zeigen,  daß 

(47)  cpis)  =  2-/» 

der  Gleichung  (A^)  genügt. 
Es  ist 

b 

(48)  S<f>{s)  ==  SZf(s)  =  f{s)  +  ä,IQ{s  ,  /)  f{t)  dt  , 

a 

wenn 

(49)  ^  (.«? ,  0  =  r(s  ,t)-K{s,t)-X,  \K  (^ .  /•)  r(/-  ,i)dr 

a 

gesetzt  wird.    Der  Gleichung  (40)  entspricht  die  Gleichung 

(50)  Q{s  ,t)  =  -E{s,  t,)  y>,{t)  -  .  .  .  -  K{s ,  t„,)  yjt)  , 

so  daß 

?_  m  ? 

JQ{s,t)f{t)dt  =  -^K(s,  U)jf{t)^',{t)dt 

wegen  (43)  verschwindet.     Demnach  ist 

(51)  S<p{s)  =  as), 
d.  h.  die  Funktion  (47) 

b 

9>{s)  =  ns)  +  K4r{sj)mdt 

genügt  der  Gleichung  (A^,). 
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Wir  haben  demnach  den  Satz: 

Verschwindet  für  A  =  ^  die  Determinante  D{?.) 
nebst  ihren  Unterdeterminanten  von  geringerer  als 
der  mten  Ordnung*),  ist  aber  I>(^;  .*.'i,  .  .  .,s„i',ti,  .  .  .,/,„) 
von  Null  verschieden,  so  besitzt  die  homogene  In- 
tegralgleichung 

b 

(Bo)  (p{s)-Ä,fK{s,t)cp{t)dt  =  0 

a 

die  m  linear  unabhängigen  Lösungen 

"^'^'^  ^ DU  -  s T^t n 

(i  =  1 ,  . . . ,  m)  , 
durch  welche  sich  jede  Lösung  in  der  Form 

(p{s)  =  Ci  (pi{s)  -\-  .  .  .  -\-  Cm  (Pm{s) 

mit  konstanten  Koeffizienten  Cj ,  ...,c,„  darstellen 
läßt. 

Die  nicht  homogene  Integralgleichung 

6 

(Ao)  cp{s)  -  koJK{s  ,  t)  cp{t)  dt  =  /-(.v) 

a 

ist  dann  und  nur  dann  lösbar,  wenn 

b 

(ä)  jfis)  rpi{s)  ds  =  0  {i  =  l,  .  ..,  m) 

a 

ist,  WO  y\it),  ...,  y',n{t)  <iie  m  linear  unabhängigen 
Lösungen  der  Gleichung 

b 

(Bo')  w{t)  -  kfy^is)  K{s,t)ds  =  0 

a 

sind.  Sind  die  Bedingungen  (a)  erfüllt,  so  wird  die 
allgemeinste  Lösung  der  Integralgleichung  (Aq)  dar- 
gestellt durch 

b 
(p{s)  =  f{s)  +  Xojris  ,  t)  f{t)  dt  -\-  Ci(pi{s)  -{-...-]-  Crn  (Pm{s)  , 


*)  Die  Unterdeterminante  mter  Ordnung  D{Ä;s^,...,  .?,„;  fj , . . .,  t,,,) 
ist  durch  die  Formeln  (20),  (21)  und  (22)  definiert. 

Hörn,  Partielle  Differentialgleichungen.  14 
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WO 


r{s,t)  = 

ist    und    Cj ,  . . 


JJ  [Aq  ;  Si,  . .  . ,  s^  ;  ti,  .  •  . ,  tfn) 
.,  c,n   willkürliche  Konstante  sind*). 


§   38.     Kerue,    welche    unendlich    werden.     Integral- 
gleichungen   für    Funktionen    zweier    Yeränderlichen. 

Wenn,  wie  es  häufig  vorkommt,  der  Kern  K{s ,  t) 
für  s  =  t  unendlich  wird,  verlieren  die  in  §  34  entwickelten 
Formeln  ihre  Gültigkeit,  weil  Z(ri,ri),  ...,  ir(r„,r„) 
unendlich  groß  sind.  Wir  nehmen  an,  der  Kern  K{s,t) 
werde  für  s  =  /  von  geringerer  als  der  ),  ten  Ord- 
nung unendlich,  d.  h.  es  sei  eine  zwischen  0  und  l 
gelegene  Zahl  a  so  vorhanden,  daß 

{s  —  tYK{s,  t) 

für  s  =  t  nicht  mehr  unendlich  wird. 

Wir  ersetzen  in  den  Formeln  (2)  und  (3)  für  A„  und 
An{s ,  t)  die  Größen  K{i\,  r^) ,  ...,  K{r„,  r„)  durch  Null, 
so  daß  wir  haben: 


An 


(53)    ^„(.9,0 


1 
w! 


0,        K{r,,r,), 
K{r,,r,),        0, 


K{s,t),     K{s,r,), 
K{r„t),  0, 


K{rnJ),    K{r„,r,), 


d)\ 


0 
K{s,rn)  I 


0 


Dann  bleibt  die  Formel  (4)  bestehen.  Wir  definieren  die 
Eeihen  D{?.)  und  1){^;  s ,  i)  durch  die  Gleichungen  (ö) 
und  (6),  worin  nur  jetzt  unter  A,,  und  A„{ii,  t)  die  Aus- 
drücke (52)  und  (53)  verstanden  werden.     Man  kann  be- 


*)  Weitergehende  Untersuchuni^en  bei  Plemelj  (Monatshefte 
für  Mathematik  und  Pliysik  1904,  8.93).  Heywood  (.lourn.  de 
Mathem.  1908,  S.  283),  (4oursat  (Ann.  de  la  Fao.  de  Tuulousc 
1908,  S.  1). 


dr. 
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weisen*),  daß  unter  der  oben  über  den  Kern  K{s  ,  t)  a:o- 
raachten  Voraussetzung  die  Potenzreilie  D{1)  für  alle  Werte 
von  A  konvergiert;  dasselbe  gilt  —  wenn  man  von  der 
singulären  Linie  s  =  t  absieht  —  von  D{X;  s,  t);  die 
Differenz 

D{X;  s,  t)-  K{s,  t)D{X) 

ist  für  alle  Werte  von  A  und  für  a  ^s  ^b ,  a  ^t  ^b 
konvergent**).  Die  Eelation  (7)  ist  auch  jetzt  noch  gültig. 
Die  durch  die  Formel  (8) 

definierte  lösende  Funktion  K{k;  s,  t)  des  Kernes  K{s,  t) 
hat  jetzt  die  singulare  Linie  s  =  i  ***),  aber  die  Differenz 

K(/;  s,  t)  —  K{s,  t) 

wird,  wenn  D{X)  ^  0  ist,  für  s  =^  t  nicht  mehr  unendUch. 
Mit  HiKe  der  Eelation  (9),' welche  bestehen  bleibt,  beweist 
man  wie  früher,  daß  die  Integralgleichung  (A)  die  einzige 
Lösung  (10)  besitzt,  wenn  Z>(A)  von  Null  verschieden  ist. 
Auch  die  in  §  36  und  §  37  aufgestellten  Sätze  über 
die  Lösungen  der  homogenen  Integralgleichung  (Bq),  wo  /(, 
eine  NuUstelle  von  D{?J}  ist,  bleiben  bestehen,  wenn  K{s,  t) 
für  s  =  t  von  geringerer  als  der  -^-  ten  Ordnung  unendlich 
wird;  man  hat  nur  in  allen  in  §  36  benutzten  Determi- 
nanten K{ri,ri),  ...,  K{r„,r„)   durch  Null  zu   ersetzen. 


*)  Vgl.  Hubert,  Göttint^er  Nachrichten  1904,  S.  83. 
**)  Es  ist 

Ä,,{s,t)  —  Kis,t}J„  =  Alis,  t)  , 

wo  .4*  (s ,  t)  aus  dem  Ausdruck  (53)  für  An  (s ,  t)  dadurch  hervor- 
geht, daß  man  das  erste  Element  K{s,  t)  der  Determinante  durch 
Null  ersetzt.     Man  beweist,  daß  die  Reihe 

oo 

D^k;  s,t)  =  ';^{-\rAi{s,t)A" 

»  =  0 

=  D(;.;  s,t)-K{s,t)D(l) 

für  alle  Werte  von  /  konvergiert,  wie  auch  s  und  t  im  Intervall 
a  . .  .h  angenommen  werden. 
***)  Es  ist 


K(/;  s,  t)  =  K(s,t)  + 


m)     ' 
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Bisweilen  ist  es  nützlich,  eine  Inte^algleichung  mit 
dem  Kern  K{s,  t)  auf  eine  Integralgleichung  mit  dem 
iterierten  Kern  K'^{s,  t)  zurückzuführen.  Diese  Zurück- 
führung  kann  man  vornehmen,  wenn  der  als  integrierbar 
vorausgesetzte  Kern  K{s ,  t)  im  Jntegrationsgebiet  un- 
endlicli  wird,  während  E^{s ,  t)  endlich  bleibt.  Sie  ist  ins- 
besondere dann  anzuwenden,  wenn  K{s,  t)  unendhch  wird, 
ohne  die  vorhin  angenommene  Bedingung  zu  erfüllen, 
während  K'^{s ,  t)  dieser  Bedingung  genügt. 

Ersetzt  man  im  zweiten  Glied  der  Integralgleichung  (A) 
h 
(p{s)-kj'E{s,  r)qir)dr  =  f{s) 

a 

die  Funktion  7  (r)  durch 

b 

f{r)-\-kfK{r,t)(p{t)dt, 

a 

SO  erhält  man,    indem   man  die  in  §  35   eingeführte  Be- 
zeichnung 

h 

(54)  Z2(s  ,  t)  =  [k{s  ,  r)  K  (r  ,  i)  dr 

a 

benutzt,  die  Integralgleichung 

b 

(p{s)-  PJK^s,  t)(f{t)dt 

a 
b 

=  f{s)  +X  fK{s,t)f{t)dt, 


(55) 


deren  rechte  Seite  eine  gegebene  Funktion  von  .s  ist.  Eine 
Lösung  (/(.<?)  der  Integralgleichung  (A)  mit  dem  Kern  K{s ,  t) 
stellt  also  auch  eine  Lösung  der  Integralgleichung  (55)  mit 
dem  Kern  K^{8,  t)  dar. 

Ist  X^  keine  Nullstelle  der  Determinante  des  Kerns 
K^{s ,  t)  (welcher  endlich  oder  für  .v  =-  /  von  geringerer  als 
!  ter  Ordnung  unendlich  ist),  so  daß  die  Integralgleichung  (55) 
nur  eine  Lösung  ()-{s)  besitzt,  so  genügt  </  (s)  auch  der 
Integralgleichung  (A). 
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Zum  Beweise  multiplizieren  wir  die  Gleiehuug  (55) 
mit  K{r ,  s)ds  und  integrieren  nach  s  zwischen  den 
Grenzen  a  und  h .  Wenn  wir  schließlich  s  statt  r 
schreiben,  haben  wir  die  Gleichung 

h  b 

JK{s  ,  t)  f{t)  dt  -\-X  JKHs  ,  t)  f{t)  dt 

a  a 

h  h 

=^JK{s  ,t)(p{t)dt-  l'JK^s  ,  t)(p{t)dt  . 

a  a 

Dieselbe  Gleichung  erhalten  wir,  wenn  wir  in  (55)  an 
Stelle  von  (p{s)  die  Funktion 

b 

ri,{s)  =  fis)-^?.JK{s,  t)cp{t)dt 
a 

einsetzen.  Daraus  folgt,  daß  y'{s)  der  Gleichung  (55)  ge- 
nügt. Da  aber  die  Gleichung  (55)  nur  eine  Lösung  be- 
sitzt, so  muß  xp{s)  mit  (p{s)  übereinstimmen,  es  muß  also 

b 
q^{s)  =  fis)-^XfE{s,   t)cp{t)dt 
a 

sein,  d.  h.  q^{s)  ist  eine  Lösung  der  Integralgleichung  (A). 
Es  sei  nun  fp{s)  eine  Lösung  der  homogenen  Integral- 
gleichung 

6 

(56)  V  (s)  =  -^/^  («  j  0  V  (i)  ^ t 

a 

für  einen  gewissen  Wert  von  A .  Aus  der  Gleichung  (56) 
folgt,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite 

6 

xf{t)  =  xfK{t,  r)ip{r)dr 

a 

setzt,  die  Gleichung 

b 

(57)  yj{s)  =  X'-fKHs,t)y>{t)dt. 
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Es  sei  umgekehrt  x{s)  eine  Lösung  der  homogenen 
Integralgleichung 

b 

(58)  xi^)  =  /\(KHs,t)x{t)dt 

a 

für  einen  gewissen  Wert  von  // .  Wir  definieren  die 
Funktionen  Xi{s) ,  ji^gC«)  durch  die  Gleichungen 

b 

(59)  2  x^  (s)  =  Xi-^)  +  i/^fs:{s  ,t)x{t)dt, 

a 
b 

(60)  2  X2is)  =  Xis)  -  if^f^i^  ,  0  Z(0  dt  , 

a 

SO  daß 

(61)  xis)  =  xii^)  +  y.2{^) 

ist.  Wenn  man  die  Gleichung  (59)  mit  ]uE(r,s)ds 
multipliziert,  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  integriert 
und  schließlich  r  durch  s  ersetzt,  erhält  man  die  Gleichung 

b  b 

2  iJifK{s  ,  t)  xS)  dt  =  iJiJK{s  ,  0  Z(0  dt 

a  a 

b 

+  /nfKHs,  t)xit)dt, 

a 

deren  letztes  Glied  nach  (58)  gleich  xi^)  ist;  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  stimmt  mit  der  rechten  Seite  von 
(59)   überein,    ist  also  gleich   2;ifi(s).     Man   hat   demnach 

h 

(62)  Xy{^)-U^JK{s,t)xAi)dt 

a 

und  entsprechend 

b 

(63)  x2is)  =  -]7\IS^{s,t)X2{f)d1. 

a 

Wegen  (61)  können  X\{^)  "iid  X-ii^)  nif'bt  beide  identisch 
verschwinden.  Sind  sie  beide  von  Null  verschieden,  so 
ist  auch 


i 
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6 

a 
b 

XoAs)  =  fiJKHs,  t)x,{t)dt, 

a 

d.  h.  X\  ^^^^^  Xi  genügen  derselben  homogenen  Integral- 
gleichung (58)  wie  X  ?  und  man  kann  neben  den  Funktionen 
Xi  und  X2  <iie  lineare  Verbindung  ;c  =^  Xi  +  ^^2  weglassen. 
Wenn  eine  der  Funktionen  Xi  und  X2  identisch  ver- 
schwindet, so  stimmt  die  andere  mit  x  überein;  die 
Funktion  x  erfüllt  also  entweder  die  Gleichung  (62)  oder 
die  Gleichung  (63). 

Bisher  handel<te  es  sich  darum,  durch  Auflösung  einer 
Integralgleichung  aus  einer  gegebenen  Funktion  f{s)  einer 
einzigen  Veränderlichen  eine  ebenfalls  von  einer  Veränder- 
lichen abhängende  Funktion  q){s)  zu  bestimmen.  Auf 
Integralgleichungen,  in  welchen  die  gegebene  und  die  ge- 
suchte Funktion  von  zwei  (oder  mehr)  Veränderlichen 
abhängen,  läßt  sich  die  bisherige  Theorie  fast  unverändert 
übertragen. 

Es  liege  eine  IntegTalgleichung 

(p{s)  —  k  fE(s  ,  t)  cp{t)  dt  =  f\s) 

vor,  in  welcher  s  und  t  Punkte  eines  gewissen  ebenen 
Flächenstückes  J,  ds  und  dt  ebene  Flächenelemente  dar- 
stellen und  die  Integration  über  alle  Elemente  dt  der 
Fläche  J  erstreckt  wird;  f\s)  und  (p{s)  sind  Funktionen 
eines  Punktes  s  der  Ebene,  also  Funktionen  der  beiden 
Koordinaten  dieses  Punktes  oder  Funktionen  zweier  Ver- 
änderlichen; der  Kern  K{s ,  t)  hängt  von  den  beiden 
Punkten  s  ,  t  der  Ebene  oder  von  zwei  Paaren  von  Ver- 
änderlichen ab.  Hat  der  Punkt  s  die  Koordinaten  x ,  y , 
der  Punkt  t  die  Koordinaten  ^,  >/  und  werden  als  Flächen- 
elemente ds  ,  dt  die  Eechtecke  dxdy  bzw.  d^di]  gewählt, 
so  erhält  die  Integralgleichung  die  Form 

(p{x,  y)-X  fJK{x ,  y;  ^,  f])d^dr]  =  f{x,  y)  . 

y 

Wenn  wir  jedoch  die  anfangs  eingeführte  Bezeichnung 
beibehalten,  so   erkennen  wir  ohne  weiteres,   daß   die  in 
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§§  34 — 37  abgeleiteten  Formeln  auch  jetzt  gültig  bleiben, 
wenn  man  nur  in  allen  auftretenden  Intefrralen  das  Inte- 
gratioDsintervall  a  .  .  .  b  durch  das  Integrationsgebiet  J 
ersetzt. 

Der  Kern  K{s ,  t)  oder  K{x ,  y ;  I,  ?;)  hänge  von 
zwei  Paaren  von  Veränderlichen  ab,  er  werde  aber  für 
s  =  t  oder  x  =  i,  y  =  i]  von  geringerer  als  der  ersten 
Ordnung  unendlich  groß,  d.  h.  es  sei  eine  zwischen  0 
und  1  gelegene  Zahl  a  so  vorhanden,  daß 


(y'ix-^r  +  iy-'nrY  •K{x,y;  ^,rj) 

für  x  =  ^,  y  =  t]  nicht  mehr  unendlich  wird.  Dann 
bleiben  die  früheren  Sätze  über  die  Auflösung  der  Inte- 
gralgleichungen bestehen,  wenn  nur  J.^und  Ä„(s ,  t)  durch 
die  Formeln  (52)  und  (53)  definiert  werden*). 

§  39.    Die  Eigenfunktiooen  eines  symmetrischen  Kerns. 

Es  sei  nun  K{s,  t)  ein  (ausdrücklich  als  reell  voraus- 
gesetzter) symmetrischer  Kern,  d.  li.  es  sei 

K{s,  t)  =  E{t,  s)  . 

Dann  sind  auch  die  in  §  35  eingeführten  iterierten  Kerne 
K"{s,  t)  symmetrisch,  wie  aus  den  für  E'-{s,  /) .  E'^{s,  /),... 
aufgestellten  Formeln  folgt.  Ferner  verschwindet  keiner 
von  ihnen  identisch;  denn  wäre  K"{s,  t)  der  erste  identisch 
verschwindende  Kern,  so  würde  auch  E'*+^{s,t)  identisch 
verschwinden;  wird  diejenige  der  beiden  Zahlen  n  und 
n-\-l,  welche  gerade  ist,  mit  2m  bezeichnet,  so  hätte  mau 

b 

E^"'{s,  s)  =  fE"'{s,  r)E'"{r,  s)dr 

a 

oder,  da  wegen  der  Symmetrie  der  iterierten  Kerne 

E"'{r,  s)  =  E'"{s  ,  r) 
ist, 

E-'»{s,  s)  =  l[E"'{r,  s)]--dr  . 

a 

Aus  dem  identischen  Verschwinden  von  E'"'{s,s)  folgt 
auch   dasjenige   von  E"'{r,s);   dies   widerspricht   der  An- 

*)  Vgl.  auch  Mason  (.lourn.  do  Math.  1904.  S.  447). 
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nähme,    K"{r,s)   s«'i  der  erste   Kein,    welclier   identisch 

verseil  windet. 

Wir  beweisen  den  öatz  von  Schmidt: 

Die   Determinante   D{X)    eines    symmetrischen 

Kerns  besitzt  mindestens  eine  Nullstelle. 
Nach  (17)  ist 

h 

D\l)^-lD{k;  r,  r)dr  , 

a 

also 


I        DU)       "^"^  ' 


a 

nach  (8)  und  (18)  ist  aber 

H^^;r,r)^  -4)(ir^  ^n-^^"'^'  '  "^  '" 

in  eine  Potenzreihe  von  A  entwickelbar,  welche  in  einer 
gewissen  Umgebung  von  A  =  0  konvergiert.     Setzt  man 

b 

(64)  Un=fK"{r,r)dr, 

a 

so  ist 

Wir  weisen  nach,  daß  die  Potenzreihe   von  l 

oo 

(66)  ^Vn^.X- 

n  =  0 

einen  endlichen  Konvergenzradius  besitzt.  Auf  der  Peri- 
pherie des  Konvergenzkreises  muß  eine  singulare  Stelle 
der  Funktion  (65)  oder-  eine  Nullstelle  der  ganzen  tran- 
szendenten Funktion  D{X)  liegen. 

Sind  X  und  y  zwei  beliebige  reelle  Größen,  so  ist 

[xK'^{r,r')  +  yK''{r,r')Y 

=  ayä K'"(r  ,  r')  K>"{r ,  r')-\-2xy  E'^ir  ,  r')  K"{r  ,  r') 

-f  i/2i:«(r,  r')K"{r,  r')  ^  0  , 
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also  auch 

b  b 

f  f[xK'"{r,  r') -\- y  K'^ir ,  r')]^drdr'^0  ; 

a  a 

beachtet  man,  daß 

b 

üm^n-fK"'^"{r,  r)dr 

a 

und 

b  b 

X^^+"{r,r)  =  fK'^r,r')  K^ir',  r)  dr'  =  fK"'{r,  r')  A'"(r,  r')dr', 

a  a 

also 

6  h 
a  a 

ist,  so  schreibt  sich  die  obige  Ungleichung 

hieraus  folgt 

Insbesondere    ist,    wenn    man    hierin    m    durch    n  -\-l  , 
n  durch  n  —  1  ersetzt. 

Die  Größe 

b  b  b 

U,n  =  (K'"{r,  r)dr  =^  \  \[K-{r  ,r')Y  dr  dr' 

a  a  n 

kann  nicht  negativ  und,  da  Z"(r,r')  nicht  identisch  ver- 
schwindet, nicht  gleich  Null  sein.     Es  ist  also 

C^2n  C^2n  -  2 

Der  Quotient 

t^2y  +  2    , 

zweier  aufeinanderfolgenden  Glieder  der  Reihe 


(ÜT)  X^2rk 


2f  -  1 

«^  2  !■  /> 

v  =  l 
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ist  also,  wenn  man  für  l  einen  hinreichend  großen  positiven 
Wert  setzt,  größer  als  1,  so  daß  die  Reihe  (67)  divergiert. 
Demnach  kann  auch  die  Reihe  (66),  von  welcher  die 
Reihe  (67)  einen  Teil  bildet,  nicht  für  alle  Werte  von  l 
konvergent  sein*). 

Einer  einfachen  Wurzel  X  =-~  ^  der  Gleichung  D{X)  =  0 
entspricht  nach  §  36  eine  Funktion  (p{s) ,  welche  der  Gleichung 

h 

(Bo)  cf{s)=^X,JK{s,t)<p{t)dt 


genügt.  Nach  Hubert  wird  cp{s)  als  die  zum  Eigen- 
wert Af,  gehörige  Eigenfunktion  des  symmetrischen 
Kerns  K{s,t)  bezeichnet.     Der  Ausdruck 

i/;(s)  = 


b 


]/f{<p{s)y 


welcher  die  Bedingung 

b 


j{yjis)yds==l 


erfüllt,  ist  die  zum  einfachen  Eigenwert  ^  gehörige  nor- 
mierte Eigenfunktion. 

Allgemein  gilt  der  Satz: 

IstderKern  ^(s, /)  symmetrisch,  so  entsprechen 
einer  2>-fachen  Wurzel  A  =  /Iq  der  Gleichung  D{X)  =  0 
p  linear  unabhängige  Lösungen  v^(^)>  •••»  V^pi^)  der 
homogenen  Integralgleichung 

b 

(Bo)  y^{s)  =  X^JK{s,t)rp{t)dt, 


*)  Der  liier  gegebene  Beweis  rührt  von  Kneser  (Rend.  del 
Circ.  mat.  di  Palermo,  Bd.  22)  her.  —  Die  Determinante  eines  un- 
symmetrischen Kerns  besitzt  nicht  notwendig  eine  Nullstelle. 
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welche  so  normiert  werden  können,  daß 

b 

[{y'i{s)rds=l  , 

a 
b 

a 

ist. 

Die  lösende  Funktion  K(-?.  ;.<?,/)  hat  den  ein- 
fachen Pol  X  =  Xq,  und  es  ist 

lim(;o  -  A)  K(;. ;  6- ,  0  =^  wM  V'iit)  +  .  .  .  +  V'pi^)  vv(0  . 
A=;.o 

Man  bezeichnet  /(,  als  p -fachen  Eigenwert  und 
tPi{s) ,  ...,  y'p{s)  als  die  zugehörigen  normierten  Eigen- 
funktionen. 

Eine  /) -fache  Nullstelle  ^  von  D{k)  ist  eine  [p  —  Dfache 
Nullstelle  von  D'{k) .  Ist  D{?.;s,t)  durch  (Aq  -  ;.)''>  teilbar, 
so  enthält  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (17) 

b 

D'{}.)  =  -JD{k;s,s)ds 

a 

mindestens  die  Pi  te  Potenz  von  A^  —  A  als  Faktor,  während 
die  linke  Seite  durch  die  (p— l)te,  aber  durch  keine 
höhere  Potenz  von  ^  —  l  teilbar  ist.  Demnach  ist 
2>  —  1  ^  Pi    oder  n  ^  p  —  y^^l  .     Die  lösende  Funktion 

hat  den  w -fachen  Pol  /  =  A„  ,  wo  1  ^  w  ^  p  ist. 

In  der  Umgebung  von  A  =  A,,  gilt  eine  Entwicklung 
von  der  Form 

,68)    K(;..,,,)^^|;^^J.  +  .  .  +  '^'>  +  ..., 

worin  ;fi , . . . ,  /„  symmetrische  Funktionen  von  .s ,  /  sind.  Aus 

D{X)  =  {}.,- Xy  D,{X)  ;     A(Ao)4=0 
folgt 

<!logD(A)  _  _      p  <nogi),(A) 

dX        ~      Ao  -  A  d/. 
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Die  Gleichung  (17)  geht  durch  Division  mit  D{?J)  über  in 


((59) 


wenn  man  (G9)  mit  ^  —  A   multipliziert  und   dann  k  =  /„ 
setzt,  erhält  man 


/K(/;.s-, 

(l 

p           dlogD^iX) 
A()  —  X             dX 

(70) 


lim {Xq  —  X)IK{X;  s ,  s)ds  =  p 


Hieraus  ergibt  sich  durch  Einsetzen  der  Entwicklung  (68) 
für  K(A  ;  i',  s) 

b 

(71)  jxn{s,s)ds  =  0, 

a 

falls  w  >  1   ist,  dagegen  im  Falle  n  =  1 

b 

(72)  lx,{s,s)ds  =  p  . 

(I 

Aus  der  Gleichung  (9) 

b 

K{X;s,t)-  E{s  ,t)  =  {X-  X^)JK{s  ,  r)  K{X  -  r ,  t)  dr 

a 
b 

+  X,fK{s,r)K{X',r,t)dr 

a 

folgt,   wenn  man   nach   Einsetzung  der  Entwicklung  (68) 
mit  (/io  —  /)"  multipliziert  und  /  =  Xq  setzt, 


oder 

(73) 


'/As ,  ^)  =  h\^iß ,  r)  Xn{r ,  t) dr 


K{s,r)x.{r,t)dr=^^'^ 


222      V.  Abschnitt.     Die  Fredholmsche  Integralgleichung. 
Wenn  man  die  Gleichung  (9) 

b 

K{X;s,r)-  XJK{s  ,  r')  K{X  ■  r',  r)  dr'  =  K{s  ,  r) 

a 

mit    Xn{^i^)^f    multipliziert    und    nach    r    zwischen    den 
Grenzen  a  und  &  integriert,  erhält  man  die  Gleichung 

b 

j\^{X]S,r)xnir,  t)dr 

a 
b  b 

-XJJK{8,r')  K(A  ;  r',  r);.„(r ,  t)drdr' 

a  a 

b 

=lK{s,r)xn{r,t)dr  , 

a 

welche,  wenn  man  (73)  berücksichtigt  und 

b 

fK{l',s,r)xn{r,i)dr  =  X{s,t) 


setzt,  in  die  Integralgleichung 


b 


X{s ,  0  -  XJKis ,  r)  X{r ,  t)  dr  = 


L 


übergeht.     Diese  besitzt,   wenn  D{X)   nicht  verschwindet, 
die  einzige  Lösung 


X{s,t)  =  ^^4^  +  X  JK{X;s,r)  ^"-^  d 

a 


^0  ^0 


woraus 

sich 

X{s, 

t)  = 

Xn{s, 

X 

ergibt. 

Es 

gilt  also  die 

Gleichung 

(74) 

/k(.; 

'S,r)^ 

3:n(^, 

t)dr  ■ 

XniS- 

,0 

^- 

X  ' 
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Wenn  man  diese  Gleichung  unter  Berücksichtigung  von  (G8) 
mit  (^  —  -i)"  multipliziert  und  A  =  ^  setzt,  erhält  man, 
falls  w  >  1  ist, 

b 

0^)  (xn{s,r)xn{r,i)dr  =  0, 

a 

dagegen  im  Falle  n  =  1 

b 

(7(J)  jxiis,r)yjr,t)dr  =  x,{s,t)  . 

a 

Da  /„(s,  t)  symmetrisch  ist,  schreibt  sich  die  Gleichung  (75) 
\yAr,s)xn{r,t)dr  =  0  ; 


für  t  =  s  hat  man 


j{yAr,s)Ydr==Q 


Daraus  folgt,  daß  /„(r,  s)  für  alle  Werte  von  r  und  s  ver- 
schwindet, falls  n >  1  ist.  Wegen  (72)  kann  Xx{s ,  t)  =  -/{s ,  t) 
nicht  identisch  verschwinden. 

Es  besteht  also  eine  Entwicklung 


(77] 


K(A;.,0  =  |^+...  , 


k,-X 


und  es  ist  nach  (72),  (76)  und  (73) 


(78) 


fx{s,s)ds  =  p  , 

a 
b 

jx{s,r)x{r,  t)dr  =  x{s,  t)  , 

a 

b 

x{s,t)  =  XofK{s,r)x{r,i)dr 


Der  letzten  Gleichung  zufolge  ist  ;^(s,  t)  als  Funktion 
von  s  eine  Lösung  der  homogenen  Integralgleichung  (B^), 
also  nach  §  36   und  §  37  als  lineare  homogene  Funktion 
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von  m  linear  unabhängigen  Lösungen  qpiis) ,  ...,  (pm{s) 
darstellbar,  wo  m  eine  noch  zu  bestimmende  Zahl  ist. 
Da  die  Funktion  ;j;(s,  t)  symmetrisch  ist,  ist  sie  auch  eine 
lineare  homogene  Funktion  von  (fi{t),  ...,  qnM)-  ^ir 
haben  also 

m       m 

('9)  Z (« ,  0  ==  2"  2^'*  "Pi^^)  9'i(0  , 

i  =  l  t=l 

WO  die  Koeffizienten  «j^  reelle  konstante  Größen  sind  und 
O'ki  =  <^ik  ist.  Indem  man  an  Stelle  von  ffi{s),  .  .  .,  cf,n{s) 
geeignete  lineare  homogene  Funktionen  mit  reellen  Ko- 
effizienten 

WM^  ..  .,  xpm{s) 
einführt,  geht  die  symmetrische  bihneare  Form  (79)  über  in 

m 

(80)  yAs,t)=^y^i{s)xpS)' 

1  =  1 

Durch  Einsetzen  dieses  Ausdrucks  in  die  zweite  Glei- 
chung (78)  erhält  man 

m      m  .  m 

(81)  2^  Z'f'^^')  V'.(0/ Vv(r)  H'k{r)  dr-=^  v'.(«)  V'.(0  , 

i=\  k=\  ^  (=1 

so  daß 


(82) 


b 


ist.  Demnach  sind  i/'i »  •  •  • ,  y,,,  zum  Eigenwert  ^  gehörige 
normierte  Eigenfunktionen.  Aus  der  ersten  Gleichung  (78) 
und  (80)  folgt  nun 

m     >i 
Z  IWiir)r-dr  =  p 

oder  wegen  (82) 

m  =  p  . 

Zum  p-fachen  Eigenwert  A„  gehören  also  p  linear  un- 
abhängige Eigenfunktionen,  w.  z.  b.  w. 
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Die  Entwicklung  (68)  geht  demnach  über  in 

(83)  K a ; . , 0  =  y'.Wy.(')+---+ypWy.(0  +  ....,. 

Sind  X,n,  An  zwei  verschiedene  Eigenwerte  des  sym- 
metrischen Kernes  K{s,t)  und  ist  (pm{s)  eine  zum  Eigen- 
wert A,„ ,  <p„{s)  eine  zum  Eigenwert  A„  gehörige  Eigen - 
funktion,  so  erhalten  wir,  indem  wir  die  Gleichungen 

b 

(Pm{s)  =  hi[l^{s  j  t)  (p,r,it)  dt  , 
a 
b 

a 

mit  Xnq:n{s)ds  bzw.  Ä„i(p„i{s)ds  multiplizieren,  subtrahieren 
und  von  a  bis  h  integrieren,  die  Gleichung 

b 
i^n  —  ^m)j(Pm{s)<Pn{s)ds 

a 
b 

=  Im  KjJ^{s  ,  t)  cpn{s)  (p,n{t)  ds  dt 


Kn  KJ^{S  ,  t)  (p,n{s)  (pnit)dsdt  , 


deren  rechte  Seite  verschwindet,  weil  K{s,t)  ^  K{t,  s)  ist. 
Es  ist  also 

b 

(84)  fcpM  cp.is)  ds  =  0  **).  (m  :§:  n) 

a 

Sämtliche  Eigenwerte  A„  des  symmetrischen 
Kerns  sind  reell.  Denn  neben  einer  komplexen  Null- 
stelle /,„  der  ganzen  Funktion  !)(/)***)  müßte  auch  die 
konjugiert  komplexe  Nullstelle  /„  vorkommen.  Wäre  q^mis) 


*)  Vgl.  die  entsprechende  Untersuchung  für  einen  beliebigen 
Kern  bei  Heywood,  a.  a.  O. 

**)  Zwei  Funktionen  (pm{s) ,  q'ii{s) ,  welche  die  Bedingung  (84) 
erfüllen,  werden  als  orthogonal  bezeichnet. 

***)  Die  Koeffizienten  der  ganzen  Funktion  D{?.)  sind  reell,  da 
der  Kern  K(s,  t)  als  reell  vorausgesetzt  ist. 

Hörn,  Paitielle  Differentialgleichungen.  15 
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eine  zur  Nullstelle  /^  gehörige  komplexe  Eigenfunktion, 
so  wäre  die  konjugiert  komplexe  Funktion  (fn{s)  eine  zur 
Nullstelle  A„  gehörige  Eigenfunktion.  Dann  wäre  aber 
das  Produkt  (pm{s)9n{8)  reell  und  positiv,  also  auch 


j(Pm{s)  (Pn{s)  dt 


reell  und  positiv,  während  dieses  Integral  nach  dem  voran- 
gehenden Satze  verschwinden  muß. 

Wir  haben  bereits  gesehen,  daß  die  zu  einem  mehr- 
fachen Eigenwert  gehörigen  Eigenfunktionen  so  normiert 
werden  können,  daß  sie  die  Bedingungen  (82)  erfüllen. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Der  symmetrische  Kern  K{s,t)  hat  eine  (end- 
liche oder  unendliche)  Eeihe  von  normierten 
Eigenfunktionen 

y^nis)  ,  (W  =1,   2,    .  ..) 

welche  die  Bedingungen 

b 

''(V„(s))=<is~l, 


(85) 


/( 


/' 


b 

Wn{s)  V^n'(s)  ds  =  0*)  {n^  n') 


erfüllen.  Jede  Eigenfunktion  des  Kerns  läßt  sich 
als  lineare  homogene  Verbindung  einer  endlichen 
Anzahl  von  Funktionen  y'n{s)  mit  konstanten  Ko- 
effizienten darstellen**). 

Die  Eigenfunktion  (/'n(«)  möge  zum  Eigenwert  /„  ge- 
hören. Wir  denken  uns  die  Eigenfunktionen  so  geordnet, 
daß  lAil  ^  1^2!  ^  141  ^  . . .   ist.     Es  gilt  die  Gleichung 

b 

(ß„)  ■^^^{s)  =  K\K{s,t)l^'„{^)dt. 


*)  Die  Funktionen  y\{s) ,  y.^s) ,  .  .  .  sind  orthogonal. 
**)  Wenn  im  folgenden  von  den  sämtlichen  Eigenfunktionen 
des  Kerns  K{s ,  t)  die  Rede  ist.  wird  darunter  eine  Reihe  von 
Funktionen  1/'«^")  niit  den  im  Satze  ausgesprochenen  Eigonschafteu 
verstanden  (man  benutzt  dafür  die  Bezeichnung:  ein  vollständiges 
normiertes  Orthogonalsj'stem  von  Eigenfunktionen). 
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Es  handelt  sich  nun  darum,  eine  willkürlich  gegebene 
Funktion  f{s)  in  eine  nach  den  Eigenfunktionen  y)i{s) , 
y'2  (s) ,  ...   fortschreitende  Eeihe 

n 

ZU  entwickeln.  Diese  Entwicklung  wird  unter  Benutzung 
der  in  §  40  dargestellten  Konvergenzuntersuchungen  in  §  42 
behandelt*). 

Dabei  werden  auch  die  auf  S,  213  —  215  bewiesenen 
Sätze  benutzt,  welche  sich  für  den  symmetrischen  Kern 
K{s,t)  folgendermaßen  aussprechen  lassen. 

Die  zum  Eigenwert  l  gehörige  Eigenfunktion  u'{s)  des 
Kerns  K{s,t)  ist  zugleich  eine  zum  Eigenwert  /-  gehörige 
Eigeufunktion  des  Kerns  K-{s,  t) .  Man  kann,  indem  man 
nötigenfalls  die  zu  einem  mehrfachen  Eigenwert  gehörigen 
Eigenfunktionen  des  Kerns  K-{s,  /)  durch  geeignete  lineare 
Verbindungen  ersetzt,  es  so  einrichten,  daß  die  Gesamtheit 
der  Eigenfunktionen  des  Kerns  K'-{s,  t)  mit  der  Gesamtheit 
der  Eigenfunktionen  y'n{s)  des  Kerns  K{s ,  t)  übereinstimmt. 

Die  Eigenwerte  des  Kerns  K''{s,t)  sind  sämtlich 
positiv;  denn  der  dem  Eigenwert  jn  von  E^{s,t)  ent- 
sprechende Eigenwert  fju  oder  —]^i  von  K{s,  t)  muß  reell 
sein.  Einem  positiven  Eigenwert  fi  von  K'^{s,  t)  kann  nur 
der  positive  Eigenwert  +y^  von  K^{s,t)  und  diesem  nur 

der  reelle  Eigenwert  ±y/ii  von  K{s,t)  entsprechen. 

Indem  man  den  obigen  Satz  zweimal  anwendet,  sieht 
man,  daß  man  die  Eigenfunktionen  so  auswählen  kann, 
daß  die  Gesamtheit  der  Eigenfunktionen  von  K-^{s,  t)  sich 
mit  der  Gesamtheit  der  Eigenfunktionen  «/»„  {s)  von  K{s ,  t) 
deckt. 

§  40.     Ein  Konvergenzsatz. 

Es  seien  y\{s) ,  yu{s) ,  .  . .  im  Intervall  s  ^  a  .  .  .h 
stetige  Funktionen,  welche  die  Bedingungen  (85)  erfüllen. 
Ist  /'(s)  eine  beliebige  stetige  Funktion,  so  ist 


*)  Wir  schließen  uns  dabei  an  S  c  hmidt  (INIath.  Annalen,  Bd.  63) 
an;  vorher  Avar  diese  Theorie  auf  andere  Weise  von  Hubert 
(Göttinger  Nachrichten  1904)  entwickelt  worden. 

15* 
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m  , 

'f{s)-^rn{s)\nt)Wn{t)dt 


m  " 

=  {f{s)r  -  2  f{s)2J  Wn{s)    f{t)  Wn{t)  dt 
n  =  l  „ 

+  \Zjn{s)jf{i)Wn{t)dt\ 

m  / 

:=  {f{s)Y  -  2  f{s)^  Wn{s)f{t)  ^„{t)  dt 

«=1  a 

mm  ^  * 

+  ZZ  y'-(')  Vn'{s)jfit)  V'nit)  dt   f{t)  V'„'(0  dt  , 
n  =  ln'=l  '„  „ 

also  mit  Rücksicht  auf  (85) 

fms)  -  Zy'n(')lfii)y'nit)ät]ds 

=j{f{s)Yds  -2^[jf{t)^^,{t)dt\ 

-\-f:ijf{t)wn{t)dt\ 

=j{f{s)Yds-2;ijt\t)xi^,{t)dt\. 

Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nicht  negativ  sein 
kann,  so  hat  man  die  Besselsche  Ungleichung 

(86)  ;Z[jfi^)rn{i)dt\^j{f{t)Ydt. 

Wenn  die  Anzahl  der  Funktionen  v'n(*')  unendlich  groß  ist, 
ergibt  sich  aus  (SG),  indem  man  m  =  oo  setzt,  die  Kon- 
vergenz der  Reihe 

(87)  zilfi^)'rAt)dtY 
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Setzt  man  in  der  B esselscheu  Ungleichung  für  m  =  1 


jf{t)rp{t)dt\^j{f{t)Yät 


unter  Einführung  einer  beliebigen  stetigen  Funktion  fp{8) 

'     a 

80  erhält  man  die  Schwarzsehe  Ungleichung 

(6  \2         b  b 

jf{t)rp{t)di\^j{f{i)Ydt-i{rp{t)Ydt 

oder 


(88) 


(89) 


jf{t)q^{t)dt  ^  y  fifiwdti  y  f{<p{t)rdt 


Wir  setzen  jetzt 


Us)  -  fgit)  v'«(0  dt .  fK{s ,  t)  v„(0  dt  , 


wo  g{t)  eine  für  a^t^h  stetige  Funktion  ist,  und  be- 
weisen, daß  die  Eeihe 


(90) 


Z\fn(') 


für  a^s^b  gleichmäßig  konvergent  ist- 
in der  Ungleichung  (88)  werde 

f{t)  =  Kis,t), 

b 

^{t)  =  Zvkit)l9{t)Wk{t)dt 

gesetzt,  wo  die  h  Zahlen  in  endlicher  Anzahl  sind,  welche 
irgendwie  aus  der  Eeihe  1,2,..,  herausgegriffen  werden. 
Dann  ist 
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h  h  b 

ff{t)  cp{t)  dt  =  2!  I^i^  ,  i)  Wk{t)  dt .  \g{t)  xp,{t)dt  =  X  /"i  W  ' 

a  '^   a  a  * 

6  h 

ff{ty-dt=JE{s,ty'dt 

a  a 

und  mit  Eücksicht  auf  (85) 

h  I    h  \2 

j{<p{t)Ydt=^{jg{t)rpu{t)dt\. 

a  *     \a  / 

Die  Schwarzsehe  Ungleichung  wird  demnach 


]//(^(«, 


t)Ydt 


\  Z[J9{i)Wu{t)dt\ 


Sind  nun  fic'{s)  bzw.  f]c"{s)  diejenigen  unter  den  Größen 
fm{s)  j  An+i(s)  j  •  •  •  >  welche  für  einen  gegebenen  Wert  von  5 
positiv  bzw.  negativ  sind,  so  ist  sowohl 

als  auch 
kleiner  als 


y  \{K{s,t)Ydt  •  l/J;(/"^(/)vn(o<i^ 


Aus  der  Konvergenz  der  Reihe  (87)  folgt  demnach  die 
gleichmäßige  Konvergenz  der  Eeihe  (90)  im  Intervall 
s  —  a  .  .  .h  . 


§  41.    Entwiekhmg  eines  Kerns  nach  EigeDtiinktionen. 

Es  seien  v'n(s)  (w==l>2,  ...)  die  sämtlichen  nor- 
mierten Eigenfunktionen  des  symmetrischen  Kerns  K{s^  t) 
in  solcher  Reihenfolge,  daß  die  zugehörigen  Eigenwerte  In 
dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  abnehmen.  Dann  gilt 
der  Satz: 
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Wenn  die  Reihe 

V'n(«)  V'n(0 


2 


für   a  ^  s  ^b ,    a^t^b    gleichmäßig    konvergiert, 
so  ist 

(91)  K{s,t)=^  j . 


Beweis.     Setzt  man 

(92)  Q{s,t  =  K{s,t)-y^ 


Vn{s)  Wn{t) 


X. 


so  ist  für  alle  Werte  von  n 

b 

fQ{s,t)y'n{t)dt 


(93) 


E{s,t)y'„{t) 


y^viit)  y'ni^)  dt 


=  fK{s,t)rp,{t)dt-'^  =  0 


Wäre  Q{s,  t)  nicht  identisch  Null,  so  würde  der  Kern 
Q{s,t)  wie  jeder  symmetrische  Kern  nach  §  39  eine  Eigen- 
funktion xi^)  besitzen,  welche  zum  Eigenwert  /t  gehören 
möge;  es  wäre  also 

b 

(94)  x{s)  =  f^fQ{s,t)x{t)dt. 

a 

Mit  Rücksicht  auf  (93)  ist  für  alle  Werte  von  n 

b  b  b 

(95)  /z(s)  V'n(-^)  ds  =  ^lx{t)  dt\Q{s,t)  »/'„(s)  ds  =  0  ; 

a  a  a 

mithin  ist  nach  (92) 

b  b 

JQis ,t) xit)dt  =fK{s ,  t) x{t)dt 
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und  nach  (94) 

b 

(96)  x{s)  =  f^f^{s,t)x{t)dt, 

a 

Hiernach  wäre  x  («)  eine  Eigenfunktion  des  Kernes  K{s ,  t) , 
welche  wegen  der  Gleichung  (95)  keine  lineare  homogene 
Funktion  einer  endlichen  Anzahl  der  ?/'«(*)  niit  konstanten 
Koeffizienten  sein  könnte  —  im  Widerspruch  zur  Voraus- 
setzung, daß  die  V'n(^)  ^^^  Gesamtheit  der  Eigenfunktionen 
des  Kerns  K{s,t)  bilden.  Also  verschwindet  Q{s,t)  iden- 
tisch, w,  z.  b.  w. 

Wir  wenden  den  bewiesenen  Satz  auf  den  Kern  K^  {s ,  t) 
an,  welcher,  wie  wir  gesehen  haben,  die  zu  den  Eigen- 
werten kl  gehörigen  Eigenfuuktionen  (/'„(s)  besitzt,  durch 
welche  sich  alle  anderen  Eigenfunktionen  linear  und  homo- 
gen ausdrücken  lassen. 

Hiernach  ist 

(97)  iC..(«,0=2'^^^^, 

n  " 

wenn,  was  wir  sogleich  beweisen  werden,  die  Reihe  auf 
der  rechten  Seite  gleichmäßig  konvergiert. 

Es  ist*) 

in-r  fi  . 

'V      Wn{s)xpn{t) 

^  I         Xi 


n  =  m 


1  /  V^/'n(«)V  ,  s^(y'n{t)Y 


'  m  +  ii   ,         /  \  \  o         m  +  ii 


\n  =  m  n  =  m 


1   /K^'(ynW)--  I   "^Mßi 


wegen  XJ,  ^  ?.l, ;    da  nach  (86) 


l\K{s,r)ydr^^llK{s,  r)y'„{r)dA  =  >;(^^-^)' 


n  =  »I    \a  /  n-  m 


*)  Wenn  a  und  6  reell  sind,  ist  (a  —  t)"I;0,  also  \{a'  +  b^)^ab. 
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ist,  SO  haben  wir 

,  h  h  s. 

Daraus  folgt,  daß  die  Eeihe  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichuno-  (97)  für  alle  den  Bedingungen  a^.s^h ,  a  £^t  <b 
genügenden  Werte  von  s  und  t  unbedingt  und  gleichmäßig 
konvergiert. 

§  42.    Entwicklung  einer  willkürlichen  Funktion  nach 
den  Eigenfunktionen  eines  symmetrischen  Kerns. 

Die  Funktion  f{s)  sei  in  dem  Intervall  a .  .  .h  stetig 
und  lasse  sich  in  der  Form 

b 

(98)  f{s)=JK{s,t)g{t)dt 

a 

darstellen,  wo  g{t)  eine  stetige  Funktion  bedeutet.  Wir 
werfen  die  Frage  auf,  ob  sich  die  Funktion  f{s)  in  eine  nach 
den  Eigenfunktionen  v'»i(s)  des  symmetrischen  Kerns  E{s,t) 
fortschreitende  Eeihe 

(99)  f{s)=2^CniMs) 

n 

entwickeln  läßt. 

Ist  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihenentwicklung  (99) 
vorhanden,  so  erhält  man,  indem  man  die  Gleichung  (99) 
mit  V'n(^)  multipliziert  und  zwischen  den  Grenzen  a  und  b 
integriert,  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (85): 

b 

(100)  c„  =  ff{s)y'n{s)ds  . 

a 

Setzt  man  hierin  für  f{s)  den  Ausdruck  (98),  so  erhält  man 

b  b  b  b 

(101)  c„  ^  ffxis ,  t)g{t)  v„(s)  ds  dt  =jg{t)  dtJK{s ,  t)  v'„(s)  ds 

a  a  a  a 

oder 

b 

(102)  Cn  =  ^(g{t)xp,,{t)dt, 
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da  '/'„(s)  als  zum  Eigenwert  /„  gehörige  Eigenfunktion  der 
Gleichung  ^ 

Vn{t)  =  K  f^  {s  ,  t)  yjn{s)  ds 

a 

genügt.     Wenn   man   in   der  Eeihe  (99)  für  c„  den  Aus- 
druck (102)  und  für  »/'«(*)  ^e^i  Ausdruck 

b 

X„fK{s,  t)y'n{t)dt 

a 

setzt,  geht  sie  über  in 

f{s)  ==2'/„(.) , 


(103) 


Us)  =-  Ik{s  ,  i)  wn{t)  dt .  \g{t)  iMt)  dt  . 


Aus   §  40    ergibt   sich,    daß    die   Reihe  (99)    im   Intervall 
s  =  a  . .  .  h  absolut  und  gleichmäßig  konvergiert. 
Setzen  wir 

(104)  h{s)  =  f{s)-2^c„rpn{8), 

n 

so  ist  für  alle  n  mit  Rücksicht  auf  (100)  und  (85) 

b 

(105)  fh{s)  tpnis)  ds  =  0  . 

a 

Wenn  man  die  in  §  41  bewiesene  Gleichung  (97) 


EHs,t)=^- 


k* 


mit  h{s)}i{t)dsdt  multipliziert  und  nach  s  und  /  zwischen 
den  Grenzen  a  und  b  integriert,  nimmt  die  rechte  Seite 
wegen  (105)  den  Wert  0  an;  man  erhält 

b  b 

0  =  il'K^{s,  t)h{s)h{t)dsdt 


a  a 
b         b 


^jdrJK^is,  r)h{s)dslK-^{t,  r)h{t)dt 

a         ä  a 

?       /     *  ^ 

^jdrlJK^is,  r)h{s)ds 


§  42.  Entwicklung  einer  Funktion  nach  den  Eigenfunktionen.     235 

mithin  ist  identisch  in  r 

b 
fK'{s,  r)his)ds  -0 

a 

und  daher  auch 

6  b 

ff^Hs,  t)h{s)h{t)dsdt  =  0  . 

a  a 

Die  Wiederholung  derselben  Schlußweise  ergibt 

b 

(106)  '  JK{s,r)h{s)ds=^0  . 

a 

Wenn  man   die   Gleichung  (104)   mit  h{s)ds   multipliziert 
und  von  a  bis  &  integriert,  erhält  man 

b  b  b 

f{h{s)Yds^jh{s)f{s)ds  -Z<^nfMs)y'nis)ds 
a  a  a 

b 

=  j'h{s)  f{s)  ds 

a 

wegen  (105)  und  mit  Eücksicht  auf  (98) 

b  b  b 

(107)  f{h{s)y  ds  =  jgit)  dtJK{s  ,  t)  h{s)  ds  ==  0 

a  ä  a 

wegen   (106).     Also  verschwindet  h{s)  identisch,   d.  h.  es 
ist  (99) 

n 

Damit  ist  der  Satz  von  Hilbert  und  Schmidt  be- 
wiesen : 

Es  seien  ifi{s),  ^'^{s),  .  . .  die  zu  den  Eigenwerten 
/li,/2»-'-  gehörigen  normierten  Eigenfunktionen 
des  symmetrischen  Kerns  K{s ,  t) .    Eine  für  a^s^b 


236      ^-  Abschnitt.     Die  Fredholmsche  Integralgleichung. 

stetige  Funktion  f{s),   welche  sich  vermittels  der 
stetigen  Funktion  g{t)  in  der  Form 


f{s)=fK{s,t)git)dt 


darstellen  läßt,  läßt  sich  in  die  im  Intervall 
a^s^h  absolut  und  gleichmäßig  konvergente 
Eeihe 

n 

entwickeln,  wo 

b  b 

Cn  ^  f{s)  y^n{s)  ^^  ==  Y  r^^^  '^'"^^^  ^* 

a  a 

ist. 

In  §  40  wurde  gezeigt,  daß  jeder  symmetrische  Kern 
Eigenwerte  besitzt;  wir  lernen  jetzt  einen  Fall  kennen, 
wo  sich  das  Vorhandensein  unendlich  vieler  Eigenwerte 
von  vornherein  nachweisen  läßt. 

Hilbert  bezeichnet  einen  symmetrischen  Kern  als 
abgeschlossen,  wenn  keine  von  Null  verschiedene  stetige 
Funktion  g{t)  vorhanden  ist,  welche  die  Gleichung 

b 

JK{s,  t)g{t)dt  =  0 

a 

identisch  in  s  erfüllt.     Dann  gilt  der  Satz: 

Zu  einem  abgeschlossenen  Kern  gehören  un- 
endlich viele  Eigenwerte. 

Wäre  nur  eine  endhche  x\nzahl  m  von  Eigenwerten 
Aj,  . .  .,  ?.,„  mit  den  zugehörigen  Eigenfunktioueu  i/\{s),  .  . ., 
yjm{s)  vorhanden,  so  hätten  wir  die  Gleichung 

-ö-  (s  j  *)  = ] — -  +  •  •  •  H 3 ; 

oben  wurde  nämlich  gezeigt,  daß  die  Keihe 

VTV>n(s)  V'n(<) 


§  42.  Entwicklung  einer  Funktion  nach  den  Eigenfunktionen.   "^37 

wenu  sie  gleichmäßig  konvergiert,  also  auch,  wenn  sie  ab- 
bricht, die  Funktion  K{s ,  t)  darstellt. 

Es  sei  nun  f{t)  eine  stetige  Funktion,  welche  sich 
nicht  als  lineare  homogene  Funktion  der  m  Eigeufunktionen 
y'i{t) ,  ...,  y'm{t)  darstellen  läßt.    Dann  kann  die  Funktion 

m 

(108)  g{t)  =  m-Z^ny>n{t) 

n  =  l 

nicht  identisch  verschwinden,  wie  man  auch  die  Kon- 
stanten Cj,  ...,  c,n  wählen  mag;  wir  setzen 

b 

(109)  c„  =  fmy'n{t)dt. 

a 

Wir  bilden  das  Integral 

b  h 

[k{s  ,  t)  g{t)  dt=y^  [g{t)  y,^{t)  dt  ; 

a  a 

nun  ist  aber  mit  Eücksicht  auf  die  Formeln  (85) 
b  b 

jg{t)  y'nit)  dt  =jf{t)  y>,{t)  dt-Cn  =  0 
a  a 

wegen  (109);  demnach  ist  auch 

b 

(110)  \k{s,  t)g{t)dt  =  0  . 

a 

Die  Annahme,  daß  der  Kern  K{Sj  t)  nur  m  Eigenwerte 
besitzt,  steht  also  im  Widerspruch  mit  der  Voraussetzung, 
daß  K{s,  t)  ein  abgeschlossener  Kern  ist. 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (98),  (99)  und  (102) 
erhält  man 

b  b 

(111)  [K{s,t)g{t)dt  =y^y'nis)fg(t)y^n{t)ät  . 

Wir  bezeichnen  nun  die  stetige  Funktion  g{t)  mit  y{t); 
wir  verstehen    unter   x{s)    eine    andere   stetige  Funktion, 
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multiplizieren  die  Gleichung  (111)  mit  x{s)ds  und  inte- 
grieren von  a  bis  & .  Wir  erhalten  so  die  Formel  von 
Hubert: 


b  b 


E{s,t)x{s)y{t)ds dt  =  ^  j-    x{8)yj„{8)ds  -  j y (t) yjn{t) dt , 


in  welch  er  die  ipn{s)  die  sämtlichen  Eigenf  unktioneu 
des  symmetrischen  Kerns  K{s,t),  die  ^.„  die  zu- 
gehörigen Eigenwerte  und  x{s) ,  y{t)  zwei  beliebige 
stetige  Funtionen  darstellen*). 


*)  Zur  Einführung  in  die  Theorie  der  Integralgleichungen 
dienen  auch  die  beiden  letzten  Kapitel  von  Kowalewski.  Ein- 
führung in  die  Determinantentheorie  (Leipzig  1909).  Böcher,  An 
Introduction  to  the  study  of  Integral  Equations  (Cambridge  19ü9) 
behandelt  die  Volt  er  rasche  Integralgleichung  neben  der  Fred- 
holmschen.  Weitere  Literaturangaben  finden  sich  bei  d'Adhemar, 
L'equation  de  Fredholm  et  les  problemes  de  Dirichlet  et  de  Neu- 
manu  (Paris  1909)  und  Exercices  et  lecjons  d'Analyse  (Paris  1908). 


VI.  Abschnitt. 

Randwertaufgaben  bei  gewölinlichen 

linearen   Differentialgleichungen   zweiter 

Ordnung*). 

§  43.    Die  Greensche  Funktion 
des  Differeutialausdrucks  L{u). 

Die  im  vorangeheuden  Abschnitt  dargestellte  Theorie 
der  Integralgleichungen  wenden  wir  zunächst  auf  gewöhn- 
liche lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  au, 
die  wir  im  gegenwärtigen  Abschnitt  im  Anschluß  an 
Hilbert**)  ähnlich  behandeln  wie  im  folgenden  Abschnitt 
die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  von  ellip- 
tischem Typus. 

Dem  Differentialausdruck 

dessen   Koeffizienten  Ä ,   B ,    C  Funktionen  von   x   sind, 
ordnen    wir   den   adjungierten   Differentialausdruck 

zu.     Der  Differentialausdruck  L{u)  ist  sich  selbst  adjun- 
giert,  wenn 


*)  Vgl.  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften. 
Bd.  II  A,  7a  (B 6 eher),  wo  über  die  vor  1900  angestellten  Unter- 
suchungen berichtet  wird. 

**)  Göttinger  Nachrichten  1904,  S.  213  ff. 
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mit  L{u)  übereinstimmt.     Dazu  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß 

<^)  --# 

ist.     Indem  wir 

A  =  p,       B  =  p^,        G==q 
dx 

setzen,  haben  wir  den   allgemeinsten  sich  selbst  ad- 
jungierten  Differentialausdruck  zweiter  Ordnung: 

(4)  L{u)  =  — — \-qu. 

Übrigens  kann   eine  beliebige  lineare   Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung 

A^  +  Bp  +  Cu^O 
dx^  dx 


immer 

auf  die  Form 

. 

J    äu\ 
\   dx/ 
dx 

+  qu  = 

d^u 
-^dx^ 

dp 
'^  dx 

du 

dx^^"" 

=  0 

gebracht  werden 

.     Man 

hat  zu 

diesem  Zweck 

nur 

dp 

dx 

B 

1_ 

G 

f\f\  pr 

V 

"  A  ' 

P 

A 

UlXCl 

p  =  e' 

Q  = 

C 

zu  setzen. 

Wir  betrachten  den  Differentialausdruck 


d 


i^n) 


(4)  L{v)  =  -—j^~  +  qu 
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unter  der  Voraussetzung,  daß  für  a  ^x  ^h  die 
Funktion  q  stetig  und  die  Funktion  p  positiv  (von 
Null  verschieden)  und  nebst  ihrer  ersten  Ab- 
leitung stetig  ist*). 

Sind  w  und  v  zwei  Funktionen  von  x ,  welche  nebst 
ihren  ersten  und  zweiten  Ableitungen  für  a  ^x  ^b  stetig 
sind,  so  ergibt  die  Addition  der  Gleichungen 


du       dv 
—  .  p  — 

dx       dx 


die  Gleichung 

du  du 


d 


dv 


dx  \        dx 

—  quv  = 

d 


d 


dx  \   dx 


dv 


dx  dx 


u  •  qv 

dv 
dx  \      dx 


uL{v)  . 
Durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  a  und  h  erhält 


man; 


(5) 


du  dv  ,  , 

p  ^r~  ^ q  uv]dx 

dx  dx  ' 


dv'^^ 
^""dx 


-  b      f 

—  /  uL(v 
J"     J 


)dx 


Hieraus  ergibt  sich  durch  Vertauschung  von  u  und  v: 

b  b 

du 


i  1    du  dv  \  , 


p  V 


dx. 


V  L{u)dx  . 


Die  Gleichsetzung  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (5) 
und  (6)  führt  zur  Greenschen  Formel: 

b 

(7)  j[v L{u)  -  u  L{v)]  dx==   'P\^Ix~^ix 


(8) 


Die  Formel  (5)  geht,  wenn  man  w  =  v  setzt,  über  in 

b  b 


I  uL{u)dx  =  / 


qu-  —  p 


du 
dx 


dx  + 


pu 


du 
dx 


*)  Der  Fall,  daß  p  und  q  nur  für  a  <  x  <  6  stetig  sind  und 
daß  p  nur  für  a  <  x  <^  fe  positiv  ist,  wird  später  berülu't  werden. 

Hörn,  Partielle  Differentialgleichungen.  16 
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Probleme  der  mathematisclien  Physik  führen  auf  die 
Aufgabe ,  eine  Funktion  u  von  x  zu  bestimmen, 
welche  nebst  ihrer  ersten  und  zweiten  Ableitung 
für  a^x^h  stetig  ist,  einer  gewissen  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügt  und 
sowohl  für  X  =  a  als  auch  für  x  =  b  verschwindet*). 

Es  seien  u^  und  U2  zwei  voneinander  unabhängige 
Lösungen  der  linearen  Differentialgleichung  L{u)  =  0 , 
welche  für  a  ^  x  ^b  nebst  ihren  Ableitungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  stetig  sind.  Im  allgemeinen  Ist 
die  Determinante 


(9) 


%(a)  ,     U2{a) 
Uiib)  ,     u^ib) 


von  Null  verschieden;  dann  ist  es  nicht  möglich,  die  Kon- 
stanten q  und  C2  so  zu  bestimmen,  daß  die  für  a  ^  x  ^b 
nebst  ihren  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  stetige 
Lösung 

U  =  Ci  W,  +  C.2  U2 

von  X(w)  =  0  für  x  =  a  und  für  x  =  b  verschwindet. 

Unter  der  Greenschen  Funktion  G{x,  |)  des 
Differentialausdrucks  L{u)  verstehen  wir  eine 
Funktion  von  x  und  |,  welche  in  bezug  auf  x  in 
dem  Intervall  a  ...b  nebst  ihren  Ableitungen 
erster  und  zweiter  Ordnung  —  abgesehen  von 
x  =  ^  —  stetig  ist  und  der  Differentialgleichung 
L{u)  =  Q  genügt,  für  x  =  a  und  für  x  =  b  verschwin- 
det**), die  ferner  für  a*  =  |  stetig  ist,  während  ihre 
erste  Ableitung  die  Bedingung  erfüllt: 


(10)         p(|)[lim(j|)  -limf 


1r 


( 


\dxl  x=i 


*)  An  Stelle  der  Randbedingungen  «(a)  =  0 ..  « (b)  =  0  können 
auch  andere  Randbedingungen  treten,  von  welchen  in  §  47  die 
Rede  sein  wird. 

**)  Treten  an  Stelle  unserer  jetzigen  Randbedingungen 
u{a)  =  Q,  n(b)  =  0  andere  Randbedingungen  (\ff\.  §  47),  so  muli 
auch  die  Greensche  Funktion  diese  anderen  Randbedinguniren  er- 
füllen. 
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Die  Greensche  Funktion  G{x ,  £)  kann,  wenn  die 
Determinante  (9)  von  Null  verschieden  ist,  folgender- 
maßen gebildet  werden.     Der  Ausdruck 

wo  das  obere  Vorzeichen  für  x  <,  ^ ,  das  untere  für  a?  ^  | 
giltf  stellt  als  Funktion  von  x  betrachtet  eine  Lösung  von 
L{u)  =  0  dar,  welche  für  x  =  ^  stetig  ist,  während  ihre 
erste  Ableitung  die  durch  die  Gleichung 


dargestellte  Unstetigkeit  besitzt*).  Werden  die  Kon- 
stanten Cj,  c,  so  bestimmt,  daß 

(12)  Gix,  I)  =  ^^^^.+  c,u,ix)  +  c,  u.^{x) 

Pw) 

für  a*  =  a  und  für  x  =  b  verschwindet,  so  erlullt  der  Aus- 
druck G{x,  I)  die  der  Greenschen  Funktion  auferlegten 
Bedingungen.  Wenn,  wie  wir  vorausgesetzt  haben,  die 
Determinante  (9)  nicht  verschwindet,  ergeben  sich  für  Cj 
und  ^2  bestimmte  endliche  Werte. 

Wir  können  Ui  und  w^  so  wählen,  daß  w^  für  x  =  a , 
«2  für  X  =^  h  verschwindet**)  und  der  Ausdruck 


welcher  gleich 
ist***),  den  Wert 


ax  ax 


Konst. 


p{x) 

1 

p{x) 


*)  Eine   solche   Funktion   y{jc,^)   wird    Grundlösung    der 
Differentialgleichung  L{u)  =  0  genannt. 

**)  Allgemeiner  möge  u^   die  zu  x  =  a  ,    «,  die  zu  x  =  b  ge- 
hörige Randbedingung  erfüllen. 

***)  „Gewöhnl.  Differentialgl/',  S.  49. 

16* 
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annimmt.     Dann  ist 

und  der  Ausdruck  (12)  geht,  wenn  man 

.   <^i  =  i«2(^)>    c^  =  iwi(|) 
setzt,   in  den  die  Eandbedingungen  erfüllenden  Ausdruck 
G{x,  $)  =  u^ix)  Wg  (I)     für     X  ^^  , 


(13) 

=  Ui{^)  n.2  (x)     für     X  ^  ^ 

über*). 

Die  Greensclie  Funktion  G{x ,  |)  ist  eine  sym» 
metrische  Funktion  von  x  und  i. 

Denn  sind  ^^  und  Ig  >  ^i  zwei  dem  Intervall  a  .  .  .  h 
angehörige  Werte,  so  ist  nach  der  ersten  Formel  (13) 

und  nach  der  zweiten  Formel  (13) 
also 

Indem  man  nur  die  definierenden  Eigenschaften  der 
Greenschen  Funktion  benutzt,  beweist  man  die  Formel  (14) 
folgendermaßen : 

Wie  verstehen  unter  e  eine  kleine  positive  Größe, 
wir  wenden  die  Formel  (7),  in  welcher  wir 

ti  =  G{x,  li)  =  Gi{x)  , 

V  =  G{x ,  i,)  =  G,{x) 

setzen,  auf  die  drei  Intervalle  a  . . .  1^  —  f ,  (?i  +  f  •  •  •  lä  —  f  > 
^2  +  £  .  .  •  &  au  und  addieren  die  drei  so  entstehenden 
Gleichungen.     Da  in  den  genannten  Intervallen 

L(G,{x))  =  0,     L(G,{x))  =  0 

ist,  so  verschwindet  die  linke  Seite  der  erhaltenen  Glei- 
chung, und  es  ergibt  sich 


*)  Vgl.  Kneser,  Math.  Annakn,  Bd.  ü:>,  S.  482  ff. 
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+ 


+ 


p 

[g  ^^' 
\  '^   dx 

-o^fA] 

dx  /. 

V 

\       dx 

-  G  ^-^^-V 
^  dx  / . 

V 

\  -  dx 

G  ^^A] 
'  dx  / . 

ij  +  e 


0 


Die  Funktionen  G^  und  G^   verschwinden  für  x  ==  a  und 
für  a;  =  &;. nehmen  wir  lims  =  ü  an  und   beachten   wir, 

daß    -^    für   X  =  i,    und  -^   -  für  x  =  <?2   stetig  ist,    so 
dx  dx 

ergibt  sich  aus  der  obigen  Gleichung: 


Pi^l) 

0^2(11)11111 

e  =  0 

IdGA               ldG^\ 
\  dx  /x=^i-s      \  dx  ) 

a;  =  li  +  £ 

-P  (^2)  6^1(12)  lim 

(dGA               (dG^^ 
A  dx  Ix^s^-e      V  dx  1 

X-i^->rE- 

= 

Berücksichtigt  man,  daß 

lim 

£=0 

(dGA               fdGA 

A  dx  Jx  =  Si  +  E         \  dx   /x  =  Si~e- 

= 

1 

p{^y 

hm 

£=0 

fdGA               fdGA 

A  dx  /x=i,  +  £         V  dx  lx  =  l,-e. 

= 

1 

ist,  so  hat  man  die  Gleichung 

<?2(S^)-  0,(13)  =  0 

oder 

(14)                           Gi^,,^,)  =  G{l,,^,), 

w.  z.  b.  w. 

§  44.    Die  DifFereiitialglelchiing  X(?f)  +  ^/(j')  =  0. 

Wir  führen  nun  die  Differentialgleichung 

(15)  L{%)  =  -(fix) 

ein,  wo  (f{x)  eine  in  dem  Intervall  x  =  a  . .  .  b  stetige 
Funktion  von  x  sei.  Wir  nehmen  an,  die  Differential- 
gleichung (15)  habe  eine  Lösung  u ,  welche  für  x  =  a  und 
für    X  =  h    verschwindet    und    in    dem    Intervall   a  . .  .  b 
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nebst  ihrer  ersten  und  zweiten  Ableitung*)  stetig  ist.  In 
der  Formel  (7)  setzen  wir  für  u  diese  Lösung  und  für  v 
die  Greenscbe  Funktion  G(x,  |);  da  die  Ableitung  der 
letzteren  für  x  =  ^  unstetig  ist,  so  ersetzen  wir  das  Inter- 
vall a  . .  .  h  durch  die  beiden  Intervalle  a  . .  .  i  —  e  und 
!+£...&.     Da 

L{v)  =  L{G{x,  |))  =  0 

ist,  so  schreibt  sich  die  Formel  (7),  wenn  man  (15)  be- 
achtet : 

i  -e  b 

—  G{cc  ,  '^)fp{x)dx  —  iG{x  ,  i)(p(x)dx 

a  |  +  £ 

dG{x,  ^)] 


(16) 


V[0ix,^) 


du 
dx 


dx 

dGjx,  ^)^1^ 

dx 
dGjx,  I) 

dx 


mit  Rücksicht  darauf,  daß  die  Funktionen  n  und  G{x,  S) 
für  x  =  a  und  für  x  =  b  verschwinden.    Da  die  Funktionen 

cttt 

u,   -=—  und  G{x.  ^)  stetig  sind,  so  geht  die  rechte  Seite 

(tOO 

der  Gleichung  (1 6)  für  lim  e  =  0  in 

fdG{x,  i)\  (dG{x,  i) 


-p{^)u{^)\im 


dx 


dx 


X=?  +  € 


=    -«(!) 


über.    Die  linke  Seite  der  Gleichung  (16)  hat  für  lim£  =  0 
den  Grenzwert 

b 

~lG{x,  ^)<p{x)dx  , 


*)  Aus  der  Stetigkeit  von  u    und  -3—  folgt  wegen  L{u)  =  0 


d-u 


dx 


auch  die  Stetigkeit  von  -j— ^ 


§  44.     Pio  DifFerentialpfleichunp  L(u)  +  rp(x)  =  0 
und  wir  haben  die  Gleichung 


247 


(17) 


u{i)  =  JG{x,  ^)(p{x)dx  , 


die  wir  unter  Vertausohung  von  f  und  x  und  Berück- 
sichtigung der  Gleichung  G{xj  |)  =  G{^,'x)  auch  schreiben 
können: 

6 

(18)  u{x)=-fGix,^)<p{^)d$. 

a 

Die  durch  die  Formel  (18)  dargestellte  Funktion  u(x) 
verschwindet  für  x  =  a  und  für  x  =  b,  weil  die  Green - 
sehe  Funktion  G{x,$)  für  a;  =  a  •  und  für  x^h  ver- 
schwindet.    Da  die  Funktion 

SG{x,$) 

dx 

für  X  ==  ^  unstetig  ist,  so  Schreiben  wir 

Z-  r  b 

(19)  u{x)  =  lim  fG{x,  i)(p{i)d^  +  lim  fGix ,  ^)cp{^)d^  ; 

-  =  «</  -  =  »/+^ 

die  Differentiation  nach  x  ergibt 

du{x)       ,.      fdG{x,^)    ,,,,,,,.      fc)G{x,i)    ,..^. 

+  lim G(a; ,  x  —  e)(p{x  —  e)  —  \\m.G{x ,  x  -\-  e)(p{x  -\-  e)  , 

£=0  £=0 

wo  die  beiden  letzten  Glieder  sich  wegen  der  Stetigkeit 
der  Funktionen  G{x,  |)  und  (p{x)  wegheben.     Es  ist  also 


(20) 


du{x)  f     .cG{x,  ^) 
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Differentiiert  man  diesen  Ausdruck  nach  x  und  fügt 
man  die  mit  qix)  multiplizierte  Gleichung  (19)  hinzu,  so 
erhält  man 

x-e  b 

=  lim  \l{G{x,  |))(?.(|)(l|  +  lim  \l{G{x,  ^))cF{^)di 


+  lim 


,  ,,cSG{x,  ^)\  ,  JcGjx,  |)\  ^ 

t  •*'  '^  =  x-e  \  "^  «^  ' S  =  x  +  e 


Da 

lim9?(a;  +  s)  =  99(37)  , 

.  =  0\  C'a?         /^  =  i-  +  e  ^  =  oV         CX         lx  =  S-,  p(|) 

oder 


^  =  0  V      c'^      /f=x-f      ^=oV      ^x      h=x+r  Pix) 

ist,  so  genügt  die  Funktion  (18)  der  Differentialgleichung  (15) 

L{u)  +  cp{x)  =  0  . 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen:  ii       i^ 

Der  Ausdruck  rry. 

b 

u{x)  =  fG{x,  i)(p{^)di, 

II 

wo  cp(x)  eine  in  dem  Intervall  a^x^h  stetige 
Funktion  bedeutet,  stellt  die  einzige  Lösung  der 
Differentialgleichung 

L{n)  +  cp{x)  =  0 

dar,  welche  für  x  =  a  und  für  x  =  b  verschwindet 
und  in  dem  Intervall  a  ^_  x  ti?  b  nebst  ihrer  ersten 
und  zweiten  Ableitung  stetig  ist. 
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}?  45.    Eigenwerte  und  Eig^enfunktionen  der  Diiferential- 
gleiclmng  L{tf)  -\-  ).  tt  =  0 . 

Vorübergehend  betrachten  wir  die  Differentialgleichung 

(21)  Liu)-}-  Xu  =  f{x}  , 

wo  f{x)  eine  gegebene,  in  dem  Intervall  a  ^  x  ^b  stetige 
Funktion  darstellt. 

Besitzt  die  Gleichung  (21)  ein  Integral  u ,  welches 
für  X  =  a  und  für  x  =  h  verschwindet  und  für  a  ^,x  -^h 
nebst  seiner  ersten  und  zweiten  Ableitung  stetig  ist,  so 
erhält  man,  wenn  man  in  (15)  cp{x)  durch  Xu{x)  —  f{x) 
ersetzt  und  die  Formel  (18)  anwendet,  für  u  die  Gleichung 

b 

u{x)  =JG{x ,  ^)  (A  w(|)  -  fii))  d^  . 

a 

Wir  schreiben  diese  Gleichung,  indem  wir 

b 

g{x)  =  -JG{x,i)mdi 

a 

setzen,  in  der  Form 

b 

(22)  u  (x)  -  l  JG  {x ,  I)  u  (I)  d^-^g{x)  , 

a 

SO  daß  sie  als  Fredholmsche  Integralgleichung  mit  dem 
Kern 

K{x,  i)==Gix,  ^) 

erscheint,  welcher  nach  §  43  symmetrisch  ist. 
Es  sei*)  D{?.)  die  Determinante  und 

K(A,^,.^)  =        ^(^)      - 

die  lösende  Funktion  des  Kerns  E{x,  i)  =  G{x,  |).  Ist 
D{}.)  von  Null  verschieden,  so  besitzt  die  Integral- 
gleichung (22)  eine  und  nur  eine  Lösung 

h 

(23)  u{x)  =  g{x)  +  /  /K(A  ;  x ,  ^)g{^)  d|  . 
II 

*)  Vgl.  §  34. 


250  VI.Abschn.  Eandwertaufg.b.gewöhnl. Differentialgleichungen. 

Diese  genügt  der  Differentialgleichung  (21),   welche  nach 
§  44  aus  der  Gleichung  (22)  folgt. 

Der  Kern  G{x,  |)  ist  abgeschlossen,  da  die  Gleichung 

b 

\G{x,  |)<^(|)d|  =  0 


nur  dann  identisch  bestehen  kann,  wenn  die  Funktion  (p{x) 
identisch  verschwindet.     Der  Ausdruck 


u=JG{x,  ^)(p{i)d$ 


genügt  nämlich  der  Differentialgleichung 
L{u)  =  -(p{x)  ; 

wenn  u  für  alle  dem  Intervall  a  ^  x  ^h  angehörigen 
Werte  von  x  verschwindet,  so  gilt  dasselbe  für  L{v)  und 
also  auch  für  (p{x) . 

Wegen  der  Abgeschlossenheit  des  Kerns  G(x,  |)  hat 
die  Gleichung  D{}.)  =  0  unendlich  viele  reelle  Wurzeln  /„ 
(w  =  1  ,  2  ,  .  . .)  >  welche  die  Eigenwerte  des  Kerns  bilden. 
Zu  dem  Eigenwert  Xn  gehört  mindestens  eine  Eigen - 
funktion  y'ni^) ,  welche  der  Gleichung 

b 

(24)  ^p„{x)  =  Ä„jG{x,^)^'„{^)di 

a 

genügt. 

Wir  setzen  die  am  Anfang  des  gegenwärtigen  Para- 
graphen eingeführte  Funktion  f{x)  gleich  Null,  so  daß 
auch  g{x)  identisch  verschwindet  und  die  Differential- 
gleichung (21)  in 

(A)  i(w)  +  Aw  =  0 

übergeht.  Eine  Lösung  u  der  Differentialgleichung  (A), 
welche  für  x  =  a  und  für  x  =  b  verschwindet  und  für 
a  ^x  ^h  nebst  ihrer  ersten  und  zweiten  Ableitung  stetig 
ist,  genügt  der  Gleichung 

b 

(25)  u{x)  -  XJG{x,  I)  u{^)d^  =  0  , 
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die  nur  dann  lösbar  ist,  wenn  l  mit  einem  Eigenwert  A„ 
übereinstimmt.  Umgekehrt  genügt  eine  etwaige  Lösung 
der  Gleicliung  (25)  der  Differentialgleicliung  (A). 

Eine  zum  Eigenwert  X„  gehörige  Eigenfunktion  i/^„(a;) 
stellt  also  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 

(2())  i(w)  +  A„w-0 

dar.  Wir  zeigen,  daß  /„  ein  einfacher  Eigenwert,  d.  h.  eine 
einfache  Wurzel  der  Gleicliung  D{?.)  =  0  ist.  Gehören  zum 
Eigenwert  ^.„  zwei  Eigenfunktionen,  welche  sich  nicht  bloß 
durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden,  so  läßt  sich 
jede  Lösung  der  Differentialgleichung  (26)  als  lineare 
homogene  Funktion  dieser  beiden  Eigenfunktionen  mit 
konstanten  Koeffizienten  darstellen;  es  müßte  demnach 
jede  Lösung  sowohl  für  x  =  a  als  auch  für  x  =  b  ver- 
schwinden, was  nicht  möglich  ist*).  Zum  Eigenwert  Xn 
gehört  also  (von  einem  konstanten  Faktor  abgesehen) 
eine  Eigonfunktion  y'n{x) ,  die  wir  uns  so  normiert 
denken,  daß 

b 

/(v^nN)"'  dx  =1 

a 

ist. 

Die  Eigenwerte  -?.„  und  Eigenfunktionen  v'n(^)  des 
Kerns  G{x,  |)  werden  als  Eigenwerte  und  Eigenfunk- 
tionen der  Differentialgleichung  (A)  bezeichnet.  Man 
nennt  die  Werte  /„  auch  ausgezeichnete  Werte  des 
Parameters  /,  die  Funktionen  y'n{x)  ausgezeichnete 
Lösungen  oder  Normalfunktionen  der  Differential- 
gleichung (A). 

Wir  haben  somit  den  Satz: 

Die  Differentialgleichung 

(A)  L{u)-^Xu  =  0 

besitzt  dann  und  nur  dann,  wenn  /  mit  einem 
Eigenwert    >l„    des    Kerns    G{x,  |)    übereinstimmt, 


*)  Dieser  Schluß  gilt  nicht  uiehr.  wenn  an  die  Stelle  der 
Kandbedingungen  u(a)  =  0 ,  n(6)  =  0  solche  Randbedingungen 
treten,  welche  von  jeder  Lösung  der  Differentialgleichung 
L{u)  +  X„u  ^  0  erfüllt  werden  können.  Dann  kann  ?.„  ein  zwei- 
facher Eigenwert  sein  (vgl.  das  Beispiel  auf  S.  262). 
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eine  Lösung  w  =  ?/'n(^)  >  welche  für  x  =  a  und  für 
x  =  h  verschwindet  und  für  a^x^b  nebst  ihrer 
ersten  und  zweiten  Ableitung  stetig  ist.  Es  sind 
unendlich  viele  reelle  einfache  Eigenwerte  /„  vor- 
handen, deren  jedem  eine  normierte  Eigenfunktion 
y'ni^)  entspricht,  welche  die  Bedingung 
b 

erfüllt. 

Die  Formel  (8)  geht,  wenn  man  n  =  »/'„(.-r)  setzt  und 
die  Gleichungen 

V'„(a)  =  0  ,     v'«(&)  ^  0  , 
berücksichtigt,  über  in 


(27) 


dy'nY 

dx 


9  '/ « 


dx 


Ist  im  Intervall  a  .  .  .  b  die  Funktion  ;;  nirgends 
negativ,  die  Funktion  q  nirgends  positiv,  so  ist 
das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (27) 
positiv;  es  sind  also  sämtliche  Eigenwerte  /!„  positiv. 
Es  sei  f{x)  eine  gegebene  Funktion,  welche  in  dem 
Intervall  x  =  a  .  .  .  b  nebst  ihrer  ersten  und  zweiten  Ab- 
leitung stetig  ist  und  für  x  =^  a  und  für  x  =  b  ver- 
schwindet.    Setzt  man 

Lifix))  =  -crix) , 

so  ist  (p{x)  in  dem  Intervall  x  =  a  .  .  .  b  stetig.  Nach 
dem  in  §  44  bewiesenen  Satze  gestattet  die  Funktion  fix) 
die  Darstellung 


f{x)  =  lG{x,  i)ri^)d.', 


so  daß  der  in  §  42  aufgestellte  Satz  über  die  Entwicklung 
nach  Eigeufunktionen  angewandt  werden  kann. 

Jede  Funktion  f{x) ,  welche  im  Intervall  ,r  =  a  .  ..h 
nebst   ihrer    ersten   und   zweiten   Ableitung  stetig 


§  40.     Die  Greensche  Funktion  von  L(ti)  +  ?.u 
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ist  und  für  a?  ^  rt  und  x  =  h  verschwindet,  läßt  sich 
in  eine  absolut  und  gleichmäßig  konvergente  lleihe 


(28) 


b 

Cn  =  \f\x)y)Jx)dx 


entwickeln,  welche  nach  den  Eigenfunktionen  (/-„(a?) 
der  Differentialgleichung  (A)  fortschreitet*). 

Sind  (/„(rc)  (w=l,  2,  ...)  zu  den  einfachen  Eigen- 
werten /„  gehörige  niclit  normierte  Eigenfunktionen,  so 
erhält   man,  wenn  mau 

(Pr,{x) 


V'n(«) 


1/    ^ 

^'  j{cpn{x)Yäx 


setzt,  die  Reihenentwicklung 


(29) 


/'(*■)  =^9P«(^)- 


Jf{x)(pn{x)dx 


l{(Pn{oe)Ydx 


§  46.  Die  Greensche  Funktion  des  Diflereutialausdriicks 
L(u)  +  ?.u. 


Der  Differentialausdruck 


(30) 


A (u)  =  L{u)  -\-  ku 


besitzt  ebenfalls  eine  Greensche  Funktion  r{x ,  ^) , 
deren  Definition  aus  derjenigen  der  Greenschen  Funktion 
G{x,  I)  des  Differentialausdrucks  L{u)  in  §  43  dadurch 
hervorgeht,  daß  man  dort  L{ii)  durch  A{u)  ersetzt.  Wir 
zeigen,  daß  die  lösende  Funktion  K(/;  x,  i)  des 
Kerns  K{x,  ^)  =  G{x,  |)  mit  der  Greenschen  Funktion 


*)  Vgl.  §  49. 
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r{x ,  ^)    des    Differentialausdrucks    Ä{u)    überein- 
stimmt. 

Wenn  man  in  der  Integralgleichung  (22)  g{x)  =  G{x,  ^) 
setzt,  geht  u{x)  in  die  lösende  Funktion  K(/;  x,  |)  über; 
es  ist  also     ^  ^      t^" '      '  * 

b 

(31)      K{k;  X,  i)-XJO{x,r)K{Ä-  r,  i)  dr  =  G{x,  ^) 

a 

und,  indem  man  nach  x  differentiiert  und  mit  p(jr)  mul- 
tipliziert, 


(32) 


,  ,  c  K(A  ;  a?,  I)       ^  f  ,  ^  dG(x ,  r) ,, ,,  ^   , 


dx 


=  p{x) 


dx 

dG{x,  I) 


ex 


Indem   man   die  letzte  Gleichung  wiederum  nach  x  diffe- 
rentiiert, erhält  man*) 


(33) 


C a?  \  ex      /       (:x  \  ex        I 

h 

+  XHl  5  0.,^)-  xj-^~  (p(^)  ^^^)  K(;.;  /•,  I)  dr  ; 


*)  Der  Diflferentialquotient  von 

b 


|;,(.)^%i>K(;.;r,{,,l,- 


ist  gleich 


/^(^'-) 


dGjx,  r) 

dx 


]k(;.;  r,$)dr  -  K^/:  x ,  i)  : 


er  wird  (vgl.  §  44)  gefunden,  indem  man 

b  I-,  b 


I  =  lim   /  -f  lim    / 


G 


setzt  und  die  Unstetierkeit  von     ^      für  -i  =  I  berücksichtigt 
°  ex 
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addiert  man  hierzu  die  mit  ^(a;)  multiplizierte  Gleichung  (31), 
so  hat  man 

h 

L{G{x,  ^))  =  Ä{K{X;  X,  ^))  -  XJL{G{x ,  r))K(x;  r,  ^)dr. 

a 

Da 

L{G{x,  s^))=0,     L{G{x,  r)-0 
ist,  so  ist 
(34)  A{^{X;  ^,^))  =  0. 

Die  Formeln  (31),  (32),  (33)  lehren,  daß  die  Funktion 
K(A ;  X,  i)  für  X  =  a  und  für  x  =  b  verschwindet  und  daß 
sie  nebst  ihren  beiden  ersten  nach  x  genommenen  Ab- 
leitungen für  a  ^x  ^b  (abgesehen  von  x  =  ^)  stetig  ist. 
Aus  Formel  (32)  folgt  unter  Berücksichtigung  von  (10),  daß 


CX  /x  =  ^+,        f  =  oV  Ca?  /z  =  t_^  p(|) 

ist.  Die  lösende  Funktion  K  (A ;  x ,  i)  besitzt  also  alle 
Eigenschaften  der  Greenschen  Funktion  r{x,  |)  von  A{'ii) . 
Durch  diese  Eigenschaften  ist  die  Greensche  Funktion 
eindeutig  bestimmt,  wenn  X  kein  Eigenwert  ist. 

Beispiel.     Wir    suchen    diejenigen    Lösungen    der 
Differentialgleichung 

(35)  ^  +  Xu  =  0, 

welche  für  x  =  0  und  für  x  =  l  verschwinden  und 
im  Intervall  0  ^  a?  ^  1  nebst  ihren  Ableitungen  erster  und 
zweiter  Ordnung  stetig  sind.     Die  allgemeine  Lösung 

u  =  Ci  cos(yI  x)  +  Cg  sin(yl  x) 

erfüllt  die  Eandbedingungen ,  wenn  c^  =  0  und  ]^  =  n  :i 
ist.  Die  Differentialgleichung  (35)  hat  demnach  die  Eigen- 
werte A  =  A„  =  w-7i'-  mit  den  zugehörigen  Eigenfunk- 
tionen 

(36)  9?„  =  sinn  TT  a? . 

Um  die  bisherige  Theorie  anzuwenden,  setzen  wir 
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Die  Gleichung  L{u)  =  0  hat  die  Lösungen 

aus  welchen  sich  nach  §  43  die  für  rr  =  0  und  für  x  =1 
verschwindende  Greensche  Funktion 

G{x,  i)  =  {1-  ^)x     für     x^i  , 

=  (1  —  x)  ^     für     X  ^  ^ 

ergibt.     Aus  den  Lösungen 

Hl  =  cosd'iic)  ,     U.2  =  sind'Ia?) 

der  Gleichung  .l(i<)  =  0  ergibt  sich  in  entsprechender 
Weise  die  Greensche  Funktion 

MMpM^^im       für     x^^, 
fksinfX 

_sin(yi(l-^))sin(yi|)      ^^    ^^^^ 

]1sin}/Ä 

Nach  der  zweiten  in  §  43  dargestellten  Methode  wählt  man 
Ui  und  %  so,  daß  ^(O)  =  0,  «2(1)  =  0  und  Wa  Wi'  —  «1«.]  =  1 
ist.  Man  bildet  demnach  die  Greensche  Funktion  von 
L{u)  aus 

Ui  =  X  ,     U2  =1  —  X 

und  die  Greensche  Funktion  von  .l(w)  aus 

.    r  /,    ^  sin()/Ä(l  —  x)) 

]'l  sin  yA 
Der  Kern  K{x,  f)  =  ö(a;,  |)  hat  die  lösende  Funktion 

KiX',x,t)  =  r{x,:^)  =  ^^^^. 

Aus  der  Gleichung 

5 

1 

=  -D{Ä)lr{x,x)dx 
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mit  der  Bedingung  D(0)  =  1  berechnet  man  die  Deter- 
minante 

mit  den  Nullstellen  (Eigenwerten)  /l=^A„  =  w-7r-  {n  =  l,2, .  . .). 
Nach  §  36  ist  der  Ausdruck 

sinn  71 X  sinn  71  ^ 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Ausdruck 

9?„  =  Sinti  71  a? 

die  zum  Eigenwert  A„  =  w^ji^  gehörige  Eigenfunktion.  Da 
dieses  Ergebnis  schon  aus  der  Differentialgleichung  un- 
mittelbar hergeleitet  war,  so  hätte  es  genügt,  die  Existenz 
einer  Greenschen  Funktion  nachzuweisen,  um  der  Theorie 
der  Integralgleichungen  den  Satz  zu  entnehmen:  Jede  für 
aj  =  0  und  für  x  =  \  verschwindende,  im  Intervall  0=^a?^l 
nebst  der  ersten  und  zweiten  Ableitung  stetige  Funktion  /"(a;) 
läßt  sich  in  die  unbedingt  und  gleichmäßig  konvergente 
Eeihe 


(37) 


entwickeln. 


\fW 


f{x)  =^s\nnnx — ^^ 


^  sinuTcxäx 


n=l  f 

sin^n7ixdx 

0 


1 


—  2^^sinw  7Txjf{x)  sinn  7ixdx 


§  47.     Abänderuugen  der  bisherigen  Theorie. 

Bisher    handelte    es    sich    um    die    Bestimmung    von 
Funktionen,  welche  der  hnearen  Differentialgleichung 

(A)  L{u)^Xu  =  0 

genügen  und  die  Eandbedingungen 

u{a)  =  0  ,  u{b)  -  0 

Hörn,  Partielle  Differentialgleichungen.  17 
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erfüllen.  Die  bisherigen  Untersuchungen  werden  nur  un- 
wesentlich geändert,  wenn  an  die  Stelle  der  bisherigen 
Randbedingungen  andere  gesetzt  werden,  z.  B.  die 
Bedingungen 

ldu\       ^^^         l^iu^^       ^Q 

\(l'X  J x  =  a 

oder 


ttX  / x  =  a  \(aiX  1  x  =  b 


oder 


~^+/.^.)      =0,         {^-\-lcu]      =^0 
ax  lx=a  \dx  ' 


,  X         /■,^  (    du\  {    du\ 


Wenn  die  Funktionen  y{x)  und  q{x)  für  x  =  a  nicht 
mehr  stetig  sind  oder  wenn  die  für  a  <C  x  ^b  positive 
Funktion  p(x)  für  x  =  a  verschwindet,  ist  unter  Um- 
ständen ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A)  durch 
die  Forderung,  daß  u  für  x  =  a  endUch  bleiben  soll,  bis 
auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmt.  Dann  kann  man 
diese  Forderung  und  eine  auf  x  =  h  bezügliche  Forderung 
als  Randbedingungen  einführen. 

Die  Übertragung  der  bisherigen  Theorie  auf  andere 
Randbedingungen  bietet  keine  Schwierigkeit.  Wir  be- 
handeln im  folgenden  ein  Beispiel. 

Beispiel.  Es  seien  die  Integrale  der  Differential- 
gleichung 

(38)  0  +  --O 

ZU  bestimmen,  welche  nebst  ihren  Ableitungen  im  Inter- 
vall x  =  0...\  stetig  sind  und  die  Randbedinguugeu 
erfüllen: 

u  =  0        für     X  =  0  , 

du 


(39) 


=  Hu     für     X  =  1 
dx 


*)  Vgl,  auch  die  Behandlung  linearer  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  mit  allgemeineren  Randbedingungen  nach  Hu- 
berts Methode  bei  West  lall  (Diss.  Göttiugen  liK^öi  und  Bonn  itzky 
(Liouv.  Journ.  1909.  S.  G5)  und  nach  anderer  Methode  bei  Birk- 
hoff  (Transactions  of  the  Amer.  Math.  See.  1908.  S.  373). 
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Das  für  0?  =  0  verschwindende  Integral 

u  =  sin  /A  X 
erfüllt  die  für  x  =  l  vorgeschriebene  Randbedingung,  wenn 

(40)  cosfA-ff^^  =  0 

ist. 

Es  ist 

Die  die  Randbedingungen  erfüllende  Greensche  Funktion 
des  Differentialausdrucks  L{u)  ist 

Gix,^)  =  x  +  ~?-^     für     a^^l, 

falls  -ET  von  1  verschieden  ist*).  Es  sind  unendlich  viele 
Eigenwerte  A„  vorhanden,  welche  der  Gleichung  (40)  oder 

Htgf?.  =  ]/l  **) 

genügen  und  sämtlich  reell  und  positiv  sind.  Die  zu- 
gehörigen Eigenfunktionen  sind 

(41)  (pnix)  =  sin  ii ^n  x)  . 

Jede  im  Intervall  a?  =  0  .  . .  1  nebst  ihren  beiden  ersten 
Ableitungen  stetige  Funktion  f{x) ,  welche  die  Rand- 
bedingungen erfüUt,  gestattet  die  Reihenentwicklung 

1 
j  fix)  sind  Xnx)dx 
fix)  :^^MYKx)  ^ 


(42)    { 


iam^(YTnx)dx 

0 

'^  4y4sin(y;i„a7)    /    ^  .  f^i-r  \j 


tJ^  2/4  — sin2y4o^ 


*)  Im  Falle  ^  =  1  ist  A  =  0  ein  Eigenwert,  zu  welchem  die 
Eigenfunktion  v'o (x)  =  2x  gehört  (vgl.  den  folgenden  Absatz). 
**)  Die  Wurzel  x  =  0  dieser  Gleichung  ist  auszuschließen. 
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In  §  43  war  die  den  Eandbedingungen  u{a)  =  0 . 
u{b)  =  0*)  entsprechende  Green  sehe  Funktion  G{x,  |)  des 
Differentialansdrucks  L{u)  unter  der  Voraussetzung  be- 
stimmt worden,  daß  zwei  für  a<,x^h  nebst  ihren  Ab- 
leitungen erster  und  zweiter  Ordnung  stetige  Lösungen  u^ ,  u., 
der  Differentialgleichung  L{u)  =^  0  vorhanden  sind,  füi 
welche  die  Determinante  (9)  nicht  verschwindet.  Ist  diese 
Bedingung  nicht  erfüllt,  so  besitzt  die  Differentialgleichung 
L{u)  =  Ol  eine  im  Intervall  x  =  a  .  .  .h  nebst  ihren  Ab- 
leitungen erster  und  zweiter  Ordnung  stetige  Lösung 
u  =  yjQ  (x) ,  welche  für  x  =  a  und  für  x  =  h  verschwindet ; 
mit  anderen  Worten,  die  Differentialgleichung  (A)  hat  den 
Eigenwert  X  =  0  mit  der  zugehörigen  Eigenfunktion  j/^q  (x)  , 
die  wir  uns  so  normiert  denken,  daß 


j{y^oix)ydx  = 


ist.  Dann**)  führen  wir  als  Greensche  Funktion  im 
erweiterten  Sinne  ein  Integral  G{x,  |)  der  Differential- 
gleichung 

(43)  L{u)  =  Wo{^)yJo{i) 

ein,  welches  für  x^a  und  x  =  b  verschwindet,  in  dem 
Intervall  x  =  a  .  .  .  h  nebst  seiner  Ableitung  —  abgesehen 
von  x.=  ^  —  stetig  ist  und  die  Bedingung  (10) 


Pii) 


Uf-)  -lim(4^) 


-1 


*)  Auch  im  folgenden  können  diese  Randbedingungen  durch 
die  erwähnten  anderen  Randbedingungen  ersetzt  -vserden. 

**)  Man  kann  auch  nach  Kneser  (Math.  Annalen,  Bd.  63)  den 
folgenden  Weg  einschlagen.  Der  Wert  a  des  Parameters  /  sei  kein 
Eigemvei-t  der  Differentialgleichung  (A).  Dann  besitzt  der  Difte- 
rentialausdruck 

L{u)  =  L(u)  +  du  =  j -t-  (3  +  a)  M 

eine  Greensche  Funktion,   und  man  liat.    indom  man  X  =  ).  — a 
setzt, 

L{u)  +  Xu  =  L{u)  +  lu  . 
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erfüllt,  während  G{x,  |)  für  x  =  ^  stetig  ist;  außerdem  soll 

b 

(44)  fG{x,  ^)xp^{x)dx  =  0 

a 

sein.  Ähnlich  wie  in  §  44  beweist  man  den  Satz:  Der 
Ausdruck  (18) 

u{x)^JG{x,  ^)(p{^)d^, 

a 

in  welchem  99  {x)  eine  für  ar^x  ^/b  stetige  Funktion 
bezeichnet,  stellt  die  einzige  Lösung  der  Differential- 
gleichung (15) 

X(w)  +  cp{x)  =  0 

dar,  welche  für  x  =  a  und  für  x  =  b  verschwindet,  im 
Intervall  a  ^  x  ^b  nebst  ihrer  ersten  und  zweiten  Ab- 
leitung stetig  ist  und  die  Bedingung 

b 

u{x)  ipQ{x)dx  =  0 

erfüUt. 

Der  Satz  auf  S.  252  lautet  jetzt:  Jede  Funktion  f{x), 
welche  im  Intervall  x  =  a  . .  .b  nebst  ihrer  ersten  und 
zweiten  Ableitung  stetig  ist,  für  x  =  a  und  für  x  =  b 
verschwindet  und  die  Bedingung 

b 

f{x)ifQ{x)dx  =  0 

a 

erfüllt,  läßt  sich  in  die  absolut  und  gleichmäßig  kon- 
vergente Reihe 

? 
fi«')  =2wn{x)  jf{x)  v'n(a;)  dx 

entwickeln. 

Ist  f{x)  eine  im  Intervall  x  =  a  .  .  .b  nebst  ihrer  ersten 
und  zweiten  Ableitung  stetige,  für  x  =  a  und  x  =  b  ver- 
schwindende Funktion,  so  kann  man  den  soeben  aus- 
gesprochenen Satz  auf  die  Funktion 

b 

f{x)  —  ipQ{x)jf{x)  xpoix)  dx 
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anwenden.     Man  erhält  so  für  f{x)  die  Entwicklung 

; 

(45)  /"(a?)  =  2'  '^«  (^)  /  f  (^)  ^^  ('^)  ^^  ' 

n  =  0  „^ 

d.  h.  der  frühere  Satz  bleibt  gültig,  wenn  man  /  =  0 
als  Eigenwert  und  v'o(^)  ^^^  zugehörige  Eigenfunktion 
gelten  läßt. 

Beispiel  I.  Wir  suchen  die  im  Intervall  a'  =  —  1  . . .  -fl 
nebst  ihren  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung 
stetigen  Lösungen  u  der  Differentialgleichung 

(46)  ^  +  ^--0. 

für  welche 

(47)  u{l)^u{-\),     u'{l)^u'{-l) 

ist. 

Das  allgemeine  Integral 

w  =  Ci  cos(]^  x)  +  Cg  sin(/I  x) 

erfüllt  die  Eandbedingungen  für  A  =  w^  .t-  (w  =  1 ,  2 ,  . . .) : 
außerdem  ist  für  /  =  0  das  die  Eandbedingungen  erfüllende 
partikuläre  Integral  u  =  Konst.  vorhanden.  Demnach  ist 
der  einfache  Eigenwert  ?.q  =  0  mit  der  Eigenfuuktion  1 
oder  der  normierten  Eigenfunktion 

und  der  zweifache  Eigenwert  /„  =  w--t-  (?i  =  1 ,  2  ,  .  .  .) 
mit  den  beiden  Eigenfunktionen  cosw.-ia:!  und  sinn-T^r 
vorhanden. 

Der  Differentialausdruck 

L{u) 


äx^ 


hat  für  die  Eandbedingungen  (47)  eine  Greensche  Funk- 
tion im  erweiterten  Sinne,  d.  h.  es  ist  eine  Lösung  G(.r,  ^) 
der  Differentialgleichung 
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vorhanden,  welche  die  Randbedingungen  (47)  erfüllt  und 
im  Intervall  x  =  —1  .  . .  +  1  nebst  ihrer  Ableitung  stetig 
ist,  abgesehen  von  der  Stelle  oo  =  ^ ,  an  welcher  die  Ab- 
leitung die  Unstetigkeit 

hat;  außerdem  soll 

G{x ,  I)  ipq{x)  dx  =  0 


oder 

+1 


fG{x,  ^)dx  =  0 


•  1 

sein.     Diesen  Forderungen  genügt  die  Funktion 

(48)  Gix,  ^)=^--lix-^\-\-i{x-i)^  +  i. 

Wir  können  nun  den  Satz  aussprechen: 
Jede  im  Intervall  —1  ^x^-\-l   nebst  ihren  beiden 
ersten  Ableitungen  stetige  Funktion  f{x) ,  welche  die  Be- 
dingungen 

A-i)  =  A+i),    /"{-!)  =  r(+i) 

erfüllt,  läßt  sich  in  die  unbedingt  und  gleichmäßig  kon- 
vergente Reihe 


(49) 


+1 


f{x)  =  Y / / (^)  dx  +  ^  cosw  71  xjfXx)  cosn  n  x  dx 

ll  n=l  Li 

-f-^^sinw  TT  X 1  f{x)  sinn  71 X  dx 


entwickeln. 

Beispiel  II.     Die  Differentialgleichung 


<^°>  1 


<^-^^)f 


+  A  w  =  0 
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hat*)  —  abgesehen  von  x '=  oo  —  die  singulären  Stellen 
aj  =  +l  und  X  = —1  mit  der  determinierenden  Funda- 
mentalgleichung r^  =  0 ;  sie  besitzt  an  jeder  dieser  beiden 
Stellen  ein  reguläres  und  ein  logarithmisches  Integral.  Wir 
fragen  nach  Lösungen  der  Gleichung  (50),  welche 
nicht  nur  im  Innern  des  Intervalls  x  = —1  ...  +1 
nebst  ihren  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ord- 
nung stetig,  sondern  auch  an  den  Grenzen  a7  =  —l 
und  X  = -\-l  endlich  sind. 

Wir    haben    den    Eigenwert    4  =  0    mit    der   Eigen- 
funktion Po{x)  =  1  oder  der  normierten  Eigenfunktion 

und  die  Eigenwerte  A„  =  w(w  +  1)  (w  =  1 ,  2  ,  .  . .)  mit  den 
Eigenfunktionen 


(51) 


p  ^  \_    1  •  3  ...  (2  n  -  1)  (  „        n{n-l)     „  , 
^"^^^""  1^2...  71  r        2(2n-l)^ 

n{n  -  1)  (n  -  2)  {n  -  3)  \ 

"^  2-4'{2n-l)CZn  -3)  i 


(Legendresche  Polynome,  Kugelfunktionen) 
Für  den  Differentialausdruck 


^M-/. 


dx 


ist  eine  Green  sehe  Funktion   im   erweiterten  Sinne  vor- 
handen, nämlich 

(0{x,^)  =  - i log[(l  -  ar)  (1  +  f)]  +  log2  - 4 
für   x  ^  f  , 
=  -  i  log[(l  +  X)  (1  -  I)]  +  log2  -  i 
für    X  ^  ^  . 


(52) 


Jede  Funktion  f{x) ,   welche    nebst    ihrer  ersten  und 
zweiten  Ableitung  im  Intervall  x  =  —1  .  .  .  + 1  stetig  und 


*)  Vgl.  „Gewöhnliche  Difforentialglcichungen'",  S.  178. 
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an  den  Grenzen  endlich  ist,    läßt  sich  in  eine  unbedingt 
und  gleichmäßig  konvergente  Reihe 


(53) 


ff{x)P„{x)dx 

m = ^Pn  (^)  ^Hi 

"^"  jPl{x)äx 

-1 

=  2^  (^  +  i)  Pn{x)im  Pnix)  dx  *) 


entwickeln. 

§  48.     Fortsetzung. 

Die  bisher  auf  die  Differentialgleichung  (A)  angewandte 
Methode  überträgt  .sich  mit  geringen  Abänderungen  auf 
die  Differentialgleichung 


d\v 


(B) 


L{u)  -\-  XTcu 


du 
dx 


dx 


+  {kX  +  q)u==0, 


worin  fc  eine  im  Intervall  x  =  a...h  positive  stetige 
Funktion  von  x  darstellt. 
Ein  Integral  u  von 

(54)  L{u)  +  ).1cu-}-f{x)  =  0, 

welches  die  Randbedingungen  erfüllt,  genügt  der  Integral- 
gleichung 

b 

u{x)  -  XJG{x ,  ^)  mu{^)d^  =  g{x)  , 

a 

b 

gix)  =  -JG{x,  ^)mdi 


(55) 


*=)  Es  ist 


+  1 


fplix)  dx  = 


2n  +  1 
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mit  dem  unsymmetrischen  Kern 

(56)  E{x,  ^)  =  G{x,  l)fc(^). 

Setzt  man 


(57) 


I  u{x)  =  u{x)  ykix)  ,       g{x)  =  g{x)  ]fk{x)  , 
1  E{x,^)  =  G{x,^)]fW)iW), 


so  hat  man  die  Integralgleichung 

b 

(58)  ü (x)  -  XJK {x ,  I)  ü {$)d^  =  g {x) 

a 

mit  dem  symmetrischen  Kern  K{x,  |),  welcher  ab- 
geschlossen ist.  Denn  andernfalls  wäre  eine  nicht  iden- 
tisch verschwindende  Funktion  fp{x)  vorhanden,  welche 
der  Gleichung 

b 
a 

genügt;  dann  würde  die  Funktion 


q){x)  =  (p  (x)  }'  Ic  (x) 
der  Gleichung 

b 
a 

genügen,    was  in  §  45  als  unmöglich  erkannt  worden  ist. 
Der    Kern  K{x ,  |)    hat    also    unendlich    viele    reeUe 
Eigenwerte  /l„ ,  zu  welchen  die  Eigenfunktionen  v'»(^)  g^* 
hören;  es  ist 

b 

(59)  Wn{x)  =  X^JK{x ,  I)  ^„(1)  d^ 

a 

und 

6  h 

(60)  j{xj-,„{x))^dx=l  ,       ly'„{x)ti'n.{x)dx  =  0.     {n:^n') 

a  ä 

Setzt  man 


(61)  V'«(^)=  V'n(-r)rfc(.r), 
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so  ist 

(62) 

und 

(63) 


Wn{x)  =  lnJG{x  ,   |)fc(^)v'„(l)d| 


a 
b 

j  ipnix)  y'n'{x)  Jc{x)  dx  =  0 


{n  ^  n') 


Die  Funktion  y\{x)  ist  die  zum  Eigenwert  /„  gehörige 
Eigenfunktion  (ausgezeichnete  Lösung,  Normalfunktion) 
der  Differentialgleichung  (B),  d.  h.  eine  Lösung  der  Diffe- 
rentialgleichung 

(64)  i:(w)  +  4fei^  =  0, 

welche  die  Eandbedingungen  erfüllt. 

Eine  Funktion  f{x) ,  welche  die  Eandbedingungen 
erfüllt  und  im  Intervall  x  =  a  .  .  .h  nebst  ihren  beiden 
ersten  Ableitungen  stetig  ist,  läßt  sich  nach  §  44  ver- 
mittels einer  stetigen  Funktion  (p{x)  in  der  Form 

h 

f{x)=^lG{x,i)<p{^)d^ 

a 

darstellen.     Mit  Eücksicht  auf  (56)  hat  man 

fix)  =  f{x)]'W)=fK{x,  i)^^d^  . 
Daher  gilt  die  Eeihenentwicklung 

(65)  fix)  ^^GnXpn  ix)  ,  C„  =  /  fix)  tfn  ix)  dx 

n=l  ^ 

oder 

? 

(66)  fix)  =^e„Wn ix)  ,       c„  =  /  fix)  if'„ ix)  ]cix)dx  . 
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Ist  cpni^)   eine  zum   einfachen  Eigenwert  /„  gehörige 
nicht  normierte  Eigenfunktion,  so  ist 


Wn{x)  = 


{(p„(x)Y  Mx)dx 


und 

h 

\f{x)cpn{x)'k{x)dx 

(67)  f{x)  =  2J  <p„{x)  ^^ . 

f{cpn{00)yHx)dx 
a 

Beispiel  I.  Es  handle  sich  um  die  für  x  =  0  und 
für  x  =  l  verschwindenden  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung 

(68)  "1^  +  ^''^^  =  ^' 

wo    k    eine    für    O^x^l    positive    stetige    Funktion 
von  X  ist. 

Wir  haben 

L{u)  =  ^,         A{ii)  =  L{u)  +  kku. 

Der  Differentialausdruck  L{ii)  hat  die  in  §  46  bestimmte 
Greensche  Funktion 

f  G(x,  ^)  =  {l-^)x     für     x^^ 

(69)  \      ^   ''^      \       -    . 

Nach  der  allgemeinen  Theorie  hat  die  Differential- 
gleichung (68)  unendlich  viele  Eigenwerte  /„ ,  die  sämtlich 
reell  und  einfach  sind.  Die  Formel  (8),  in  welcher  jetzt 
p  =  1 ,  q  =  0  ist,  geht,  wenn  man  für  ii  die  zum  Eigen- 
wert X„  gehörige  normierte  Eigenfunktion  V'n(^)  setzt  und 
die  Gleichungen 

V^n(O)  =  0  ,        r„{i)  =  0  , 

l 

ilc^pldx  =  1 
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berücksichtigt,  über  in 


/„  — 


die  Eigenwerte  /„  sind  also  sämtlich  positiv.  Eine  Funk- 
tion f{x) ,  welche  für  x  =  0  und  für  x  =  l  verschwindet 
und  im  Intervall  0  ^  x  ;^l  nebst  ihrer  ersten  und  zweiten 
Ableitung  stetig  ist,  läßt  sich  in  die  unbedingt  und  gleich- 
mäßig konvergente  Eeihe 

(70)  fix)  =  V  ij'^{x)\f{x)  1c{x)  ipn{x)  dx 

n  =  l  ö 

entwickeln. 

Beispiel   II.     Wir    betrachten    noch    die    Sturm - 
Liouvillesche  Differentialgleichung 


d\p 


(71) 


du 
dx 


dx 


+  (k/.  —  q)u  =  0  , 


wo  p ,  q  und  Ä:  im  Intervall  0  ^  x  ^l  positive  Funk- 
tionen von  X  sind;  wir  setzen  diese  drei  Funktionen 
nebst  der  ersten  Ableitung  von  p  als  stetig  voraus;  wir 
suchen  eine  Lösung  u  der  Differentialgleichung  (71), 
welche  nebst  ihrer  ersten  und  zweiten  Ableitung 
im  Intervall  O^x^l  stetig  ist  und  die  Eand- 
bedingungen 


(72) 


du 
dx 
du 
dx 


—  hu  =  0     für     X  =  0  , 


+  Hu  =  0 


l 


erfüllt,  wo  Ji  und  H  positive  Konstante  darstellen. 
Wir  setzen 

du 


d\p 


L{u)  = 
Ä{u)  = 


dx 


dx 

L{u)  -\-  XTcu  . 


qu 
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Die  Formel  (8)  schreibt  sich,  wenn  man  q  durch  —q  ersetzt, 

du 


(73)     ^nL{u)dx  =  -([v[^^^)+qu^ 


dx 


pu 


dx 


ü  0 

Ist  für  /  =  In  eine  die  Randbedingungen  (72)  erfüllende 
Lösung  u  =  ^Pnix)  der  Differentialgleichung  (71)  vorhanden, 
weiche  so  normiert  sei,  daß 

i 

Jcipldx  =  1 

0 

ist,  so  folgt  aus  (73),  wenn  man 

setzt, 

i 

dy>. 


/' 


(74)  ;. 


dx 


+  qii;i\dx  +  }ip{Qi)  {^',{0)r^Hp{l)  {^'n{W^, 


demnach   muß  ?.„  positiv   und  von  ]^ull  verschieden  sein. 
Es    seien    u^     und    %     Lösungen    der    Differential- 
gleichung L{u)  =  0 ,  welche  bzw.  die  Bedingungen 

<(0)-   /i%(0)  =  0, 

u^{l)  +  Hu^il)  =^0 

erfüllen;  «^ ,  ?/2  sind  voneinander  verschieden,  denn  sonst 
wäre  eine  die  beiden  Randbedingungen  (72)  erfüllende 
Lösung  der  Differentialgleichung  L{u)  =  0 .  d.  h.  eine  zum 
Eigenwert  /.  =  0  gehörige  Eigenfunktion  der  Differential 
gleichung  (71)  vorhanden.  Wir  denken  uns  die  in  u^ 
und  «2  enthaltenen  unbestimmten  konstanten  Faktoren 
so  gewählt,  daß 


2J  «., 


dui 
dx 


du^ 
~dx 


wird.    Dann  hat  der  Differentialausdruck  L{ii)  die  Green- 
sche  Funktion 


(75) 


G{x,  ^)  =  Ui{x) U2 (I)     für     X  ^  ^  , 
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Die  Eigenwerte  ?.„  der  Differentialgleichung  (71),  welche 
in  unendlicher  Anzahl  auftreten,  sind  sämtlich  reell,  positiv 
und  einfach.  Jede  nebst  ihren  beiden  ersten  Ableitungen 
stetige,  die  Randbedingungen  erfüllende  Funktion  f{x)  läßt 
sich  nach  den  Eigenfuuktionen  </ n{^)  in  der  Form  (67) 
entwickeln. 

Beispiel  III.     Die  Differentialgleichung 

oder 

^\      d'-u  du         ,    /      ^v^ 

d{xyk)         diccp.) 

hat  die  Besselschen  Funktionen*)  erster  und  zweiter  Art 
mit  dem  Index  0  und  dem  Argument  a?  y  A , 

Jixfl),       YixfX), 
als  Lösungen.     Da 

Y{x)  =  J{x)logx  +  ^:}^{x) 

ist,  wo  ^]>(ip)  eine  Potenzreihe  darstellt,  so  ist 

Konst.  XJ{x}^) 

die  einzige  Lösung  der  Differentialgleichung  (76),  welche 
bei  x  =  0  endhch  bleibt.  Wir  fragen  nach  denjenigen 
Lösungen  von  (76),  welche  für  x  =  0  endlich  sind 
und  für  x  =  1  verschwinden.  Es  sind  dies  die  Funk- 
tionen 

u  =  J{x]/aJ  , 
welche  den  Wurzeln  /  =  A„  der  Gleichung 

entsprechen. 

Wir  setzen 

-r ,  ,  d^u    ,    dii 

^(^')  "^^^^^^^^  ' 
ax~        ax 

A{u)  =  L{u)  -T  Ixu  . 


„Gewöhnliche  Dififerentialgleichungen",  S.  180. 
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Aus  den  je  eine  Eandbedingung  erfüllenden  Lösungen 

%  =  1  ,       %  =  —\ogx 

von  L{u)  =  0  ergibt  sich  die  Green  sehe  Funktion  des 
Differentialausdrucks  L  (u) : 

.  lG{x,^)  =  -\ogi     für     x^i, 

\  =  — loga?       ,,       a?  ^  f  ; 

sie  erfüllt  dieselben  Eandbedingungen  wie  die  gesuchten 
Lösungen  von  Ä{u)  =  0  . 

Die  Eigenwerte  A„ ,  welche  der  Gleichung 

(78)  j(/I)_l-A  +  _Z_____^+...=0 

genügen,  sind  der  allgemeinen  Theorie  zufolge  einfach  und 
reell;  sie  sind  überdies  positiv,  da  J(]  A)  für  negative  /. 
positiv  ist;  die  zugehörigen  Eigenfunktionen  sind 

(79)  <pr,ix)  =  j{x]UJ. 

Jede  im  Intervall  0  ^  a;  ^  1  nebst  ihrer  ersten  und  zweiten 
Ableitung  stetige,  für  x  =  0  verschwindende  Funktion  ge- 
stattet die  Eeihenentwicklung 

fxf{x)j{xiXi)dx 

(80)  fix)  =ZJ{x  iX)  ^i . 


jxJ^ixiXjdx 


§  49.    Bemerkungen  über  Fouriersche  Reihen  und 
Integrale  und  deren  Verallgemeinerungen. 

In  den  bisherigen  Sätzen  über  die  Entwicklung  einer 
Funktion  nach  den  Eigenfuuktionen  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung mit  einem  veränderüchen  Parameter  ist 
die  zu  entwickelnde  Funktion  Einschränkungen  unter- 
worfen, welche  bei  vielen  physikalischen  Anwendungen 
nicht  zulässig  sind. 
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Nach  dem  auf  S.  262  ausgesprochenen  Satze  läßt  sich 
die  Funktion  f{x)  im  Intervall  x  =  —n  .  .  .  -\-7i  in  die 
Fouriersche  Reihe 


(81) 


f{x)  =  Aq  -\-'^An  cosn  X  -\r'^Bn  sinw  x 


n  =  l 

mit  den  Koeffizienten 


(82) 


A, 


1 

'2n 


f{x)  dx  , 


\f{x)  cosnxdx  , 


B. 


f{x)9,mnxdx 


entwickeln*),  falls  f{x)  nicht  nur  im  angegebenen  Intervall 
nebst  den  Ableitungen  f'{x)  und  f"{x)  stetig  ist,  sondern 
auch  die  Randbedingungen 

erfiUlt. 

In  der  Theorie  der  Fourierschen  Reihen  wird  ge- 
zeigt, daß-  die  Entwicklung  (81)  für  allgemeinere  Funk- 
tionen f{x)  gilt**). 

Wir  sagen,  die  Funktion  f{x)  sei  im  Intervall  x  =  a  ...b 
von  beschränkter  Schwankung,  wenn  sie  als  Differenz 
zweier  Funktionen  dargestellt  werden  kann,  welche  niemals 
zunehmen  (oder  niemals  abnehmen)***).    Insbesondere  ist 


.  *)  Die  frühere  Bezeichnung  ist  insofern  geändert,  als  jix 
durch  X  ersetzt  ist. 

**)  Jordan,  Cours  d'Analyse,  Bd.  II  (Kap.  5). 

***)  Das  Intervall  a...b  sei  durch  die  Größen  x^,  x,,  ...,  Xn-i, 
■welche  die  Bedingung  a  <  x^<  x^  <  ...  <  Xn-i  <h  erfüllen,  in 
eine  beliebige  Anzahl  n  von  Teilintervallen  zerlegt.     Wenn 

I  fix,)  -  f(a)  1  +  1  fix:)  -  fix,)  I  +  . . .  +  i  f{b)  -  fixn-i)  1 

bei  jeder  Zerlegung  des  Intervalls  a  ...h  unter  einer  endlichen 
Oröße  A  bleibt,  ist  die  Funktion  /"(x)  von  beschränkter  Schwankung. 


Horn,  PartieUe  Differentialgleichungen. 
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die  Funktion  f{x)  dann  von  beschränkter  Schwankung, 
wenn  sie  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ünstetigkeiten 
und  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Extremen  besitzt,  wenn 
also  die  Voraussetzungen  erfüllt  sind,  welche  Dirichlet 
in  seiner  klassischen  Abhandlung  über  die  Fouriersche 
Eeihe*)  gemacht  hat. 

Es  gilt  nun  der  Satz: 

Ist  die  Funktion  f{x)  im  Intervall  x  =  —n  .  .  .  +-'t 
von  beschränkter  Schwankung,  so  wird  sie  für  jeden  Wert 
von  X,  für  welchen  sie  stetig  ist,  durch  die  Reihe  (81) 
dargestellt;  für  eine  Unstetigkeitsstelle  x  der  Funktion  f{x) 
ist  die  Summe  der  Reihe  (81)  gleich 

fix  +  0)  +  fix  -  0)  **) 
2 

für  X  =  —n  und  für  x  =  -\-7i  ist  sie  gleich 

A-:^  +  o)  +  A^-o) 

2 

l^tf{x)  eine  ungerade  Funktion,  d.  h.  ist  f\—x)  =  —f{x), 
so  ist  ^0^0,  An  =  0  (w  =  1 ,  2 ,  . .  . )  und 

rr 

2  f 
Bn  =  —  /  f{x)  sinw  X  dx  . 

0 

Demnach  läßt  sich  eine  Funktion  f{x) ,  welche  im  Inter- 
vall X  =  0  .  .  .  71  von  beschränkter  Schwankung  ist,  in 
die  Reihe 

2  ^  f 

(83)  f{x)  =  —  ^  sin n  x  /  f{x)  sin nxdx 

^  n  =  l  ^ 

entwickeln ;  die  Summe  dieser  Reihe  ist  für  .r  =  0  und 
für  X  =  TT  gleich  Null,  ohne  daß  die  Funktion  f{x)  die 
Bedingungen  /"(O)  =  0,  /(.t)  =  0  zu  erfüllen  braucht. 

Auf  S. 257  war  die  Gültigkeit  der  Reihenentwicklung  (83) 
nur  für  eine  Funktion  /'(.r)  bewiesen,   welche  nebst  ihren 


*)  Grelles  Journal.  Bil.  4. 
**)  Dabei  sind  f(c  +  0)  und  f{c  —  0)  die  Grenzwerte,  welchen 
die   Funktion   f{x)    zustrebt,    wenn    sich   a-   von    der    einen    oder 
anderen  Seite  der  Grenze  c  nähert. 
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beiden  ersten  Ableitungen  im  Intervall  x  =  0  .  . .  ji  stetig 
ist  und  den  Bedingungen  /'(O)  =  0 ,    f{ji)  =  0  genügt. 

Es  erhebt  sich  nun  die  Frage,  ob  auch  die  anderen 
in  diesem  Abschnitt  aufgestellten  Reihenentwicklungen 
gelten,  wenn  man  nur  die  Voraussetzung  macht,  daß  die 
zu  entwickelnden  Funktionen  von  beschränkter  Schwankung 
sind,  ohne  daß  sie  denselben  Randbedingungen  unterworfen 
sind  wie  die  Eigenfunktionen,  nach  welchen  die  Reihen 
fortschreiten.  Diese  Frage  hat  Kneser  im  Anschluß  an 
die  Theorie  der  Integralgleichungen  für  die  Sturm - 
Liou vi  11  eschen  Reihen,  sowie  für  die  Reihen,  welche 
nach  Besselschen  Funktionen  und  nach  Legendreschen 
Polynomen  fortschreiten,  bejahend  beantwortet**). 

Die  Formel  (81)  geht,  wenn  man  das  Intervall 
a?  =  —  71 . .  .  +.T  durch  das  Intervall  x  =  —l .  . .  -\-l  ersetzt, 
über  in 


(84)     f{x)  =  ÄQ-\-2^Ä^cos~~ \-2,BnSm 

n=i  *  n=l 


WO 


(85) 


l      ' 


+1 


^0  =  ^    f{o^)d<x  , 


-l 

+1 


1   i.,  s        nnoi 
^n  =  y  //(«)cos — = — doc  , 


+1 
Bn  =  y  /  /(«)  sm  — - —  doc 


ist.     Die  Formel  (84)  schreibt  sich   nach   Einsetzung  der 
Ausdrücke  (85) 


**)  Kneser,  Die  Theorie  der  Integi-algleichungen  vind  die 
Darstellung  willkürlicher  Funktionen  in  der  mathematischen  Physik 
(Math.  Annalen,  Bd.  63).  —  Eine  andere  Methode  hat  Kneser  im 
58.  und  60.  Bd  der  Math.  Ann.  und  im  7.  Bd.  des  Archiv  der  Math, 
benutzt.  Vgl.  auch  Stekloff,  Sur  les  expressions  asymptotiqiies 
de  certaines  fonctions  definies  par  les  equations  differentielles 
lineaires  etc.  (Charkow  1907);  ferner  Birkhoff  (S.  258). 
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+  1  +1 

fipc)  ^-^\f{(x)d(x  +  |;^cos— ^ —   f{(x)coa-j—doc 


i 

+1 


,    1   X^  .     w  TZ  07  /, .   ^    .     n  n  (X   , 

+  y^  sin — ^^ — //('x)sin  — ^^ —  da 


-i 


+  1  +1 

2~ 


'     t/  n  =  l  J. 


oder 

+; 

+  00 


(86)  A«^)  =  ^2'    //'(«)  cos  ^-^  da, 

n  =  -  oo   .' 

da  die  den  Werten  -\-n  und  —  w  entsprechenden  Glieder 
der  Summe  übereinstimmen. 

Wir  lassen   nun  l  unendlich  groß  werden,  wobei  wir 
auf  Strenge  vorläufig  verzichten;  indem  wir 

nn  71 

setzen,  ersetzen  wir  die  Summe  in  (86)  durch  ein  Integral, 
so  daß  die  Formel  (86)  übergeht  in  den  Fouri ersehen 
Integralsatz : 

+  00         +00 

(87)  f{x)  =  — —  läfjii  f{(x)  cos ju{x  —  (x)di\ 

-oo       -  oo 

oder 

+  00         +00 


(88) 


f(x)  =  -^    d^u   f{oc)  e'f  ('  -  «)  d  a 


■  oo       -  oo 


Die  Formel  (88)  geht  in  (87)  über,  indem  man 
gifi(x-oi)  _  cos/^(a?  —  (x)  -\-  i  sin«(j;  —  a) 

setzt  und  beachtet,  daß  sinya(a'  —  a)  bei  Ersetzung  von 
-\-u  durch  — /<  das  Vorzeichen  ändert.  Wir  können  auch 
schreiben : 


§  49.     Fouriersche  Reihen  und  Integrale.  277 


+00 


(89) 


f{x)=    (p{/ii)e'f^-diu, 


(p(jii)  =  Y^lf{a)e-^f''*doc. 


Der   Fouriersche   Integralsatz    läßt    sich    beweisen, 

+00 

wenn  man  etwa  die  Voraussetzung  macht,  daß     \f{x)\dx 

—00 
konvergent    und   die   Funktion  f{x)   für  x  =  —00  . . .  -\-<x> 
von  beschränkter  Schwankung  ist*). 

Die  bisher  entwickelte  Theorie  der  Eigenwerte  und 
Eigenfunktionen  einer  linearen  Differentialgleichung  ist 
nicht  mehr  allgemein  anwendbar,  wenn  einer  der  Endpunkte 
des  Intervalls  a  . . .  h ,  welches  sich  auch  ins  Unendliche 
erstrecken  kann,  eine  singulare  Stelle  der  Differential- 
gleichung ist.  Denn  dann  wird  man  auf  eine  Integral- 
gleichung geführt,  deren  !Kern  die  Bedingungen,  unter 
welchen  die  im  V.  Abschnitt  entwickelte  Theorie  gilt,  nicht 
zu  erfüllen  braucht.  Nach  neueren  Untersuchungen**), 
welche  auf  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  mit 
unendlich  vielen  Veränderlichen***)  beruhen,  können  die 
Eigenwerte  abzählbar  sein  (ein  ,, Punktspektrum''  bilden), 
sie  können  aber  auch  ein  oder  mehrere  Kontinua  (,, Strecken- 
spektren") bilden,  und  es  können  Punkt-  und  Strecken- 
spektren gleichzeitig  vorhanden  sein.  Demgemäß  erhält 
man  für  eine  willkürliche  Funktion  entweder  eine  Eeihen- 
ent  Wicklung  nach  Eigenfunktionen  oder  eine  Integral - 
darstellung  (welche  als  Verallgemeinerung  des  Fourier- 
schen  Integrals  erscheint)  oder  eine  Verbindung  von  Eeihe 
und  Integral. 


*)  Jordan  (a.  a.  O.):  Pringsheim  (Jahresber.  d.  Math.-Ver, 
1 907    S  2  ff 

**)  Hiib  (Math.Annalen,  Bd.66);  Weyl(Diss.  Göttingen  1908; 
Math.  Annalen,  Bd.  66;  Göttinger  Nachr.  1909);  Plancherel  (Math. 
Annalen,  Bd.  67). 

***)  Hubert  (Göttinger  Nachr.  1906);   Hellinger  (Diss.  Göt- 
tingen 1907;  Grelles  Journ.,  Bd.  136). 


VII.  Abschnitt. 

Randwertaufgaben 
bei  elliptischen  Differentialgleichungen*). 

§  50.    Eigenschaften  der  Lösungen  der  Dilt'erential- 
gleichung  Au  =  0. 

Als  besonders  wichtiges  Beispiel  einer  elliptischen 
Differentialgleichung  betrachten  wir  die  Differential- 
gleichung 

(A)  Aii  =  0, 

wo  Au  den  sich  selbst  adjungierten  Differential- 
ausdruck 

darstellt. 

Die  Formel  (18)  des  §  29  geht,  wenn  man  darin 
A=l,   B  =  0,    G  =  1,   F  =  0   setzt,  über  in 

du  dv 

dx   dx        cy    cy. 


(2) 


)v    ,    du   dv\  ^     , 

r \-^ ^—jdxdy 

TX        cy    cy/ 

f   (dv  dv       \       ff 


*)  Das  Ziel  dieses  Abschnitts  bildet  die  Lösung  der  Randwert- 
aufgaben für  die  Differentialgleichung  J?(  =  0  nach  der  Methode 
von  Fredholm  (§  55  und  §  5<i)  und  der  Nachweis  der  Eigenwerte 
und  Eigenfunktionen  der  Differentialgleichung  \u  +  /.  j(  =  U  (§  59t 
und  einer  etwas  allgemeineren  Ditfercntialgleichung  1^  60).  Die 
dargestellten  Sätze  aus  der  Potentialtheorio  sind  mit  Rücksicht 
auf  diesen  Zweck  ausgewählt.  Soweit  es  sich  um  die  vor  1900 
angestellten  Untersuchungen  handelt,  vgl.  Enzyklopädie  der 
math.  Wiss.  IIA,  7b  (Burkhardt  und  Meyer),  7c  (Sommerfeld). 
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hierin  sind  u  und  v  Funktionen  von  x ,  y  ,  welche  nebst 
ihren  partiellen  AbleiUiugen  erster  und  zweiter  Ordnung 
im  Gebiet  J  mit  der  Randkurve  G  stetig  sind. 

Die  ins  Innere  der  Fläche  J  gerichtete  Normale  der 
Randkurve  C  werde  mit  n  bezeichnet.  Die  Kurve  C  werde 
in   solchem  Sinne  durchlaufen,   daß  ihr  Bogenelement  ds 

71 

durch   eine   positive  Drehung   um   den  Winkel  —    in   die 

Richtung  von  n  übergeht.  Ist  (x  der  Winkel  des  Bogen- 
elementes  ds  mit   der  a;-Achse,  so  ist 

dy  -=  ds  sina  ,       dx  =  ds  cosa  . 

Die  Winkel  der  inneren  Normale  n  mit  den  Achsen  y 
und  X  sind 

[n,  y)  =  (K  ,       {n,  x)  =  <x  +  ^; 

also  hat  man 

dy  =  —dsco^{n,  x)  ,       dx  =  d8C0s{n,  y)  . 

Demnach  ist 


dy s—  dx  =  —  \-,:—cos(n ,  x)  +  -^ —  cos(n ,  y)]ds  . 

^        dy  \dx  cy         ^    '  ^7 


dv   ,  dv 

dx 


Geht  man  vom  Punkt  (x,  y)  der  Randkurve  C  auf  der 
Normale  um  die  unendlich  kleine  Strecke  dn  ins  Innere, 
so  erfährt  die  Funktion  v  den  Zuwachs 

(c  V  cv  \ 

——  cos(w ,  x)  +  -^ —  cos(m  ,  y)j  dn  . 

Der  Ausdruck 

dv         cv         ,        ^        dv 

-7^ —  =  -^T—  cosm ,  X)  +  -^r—  cosm ,  y) 

dn         dx  '        dy         ^    ^  J> 

wird  als  Ableitung  von  v  nach  der  inneren  Normale  von  G 
bezeichnet.     Hiernach  ist 

dv   ^  dv    ^  dv 

^^—  dy ^—  dx  =  — ^ —  ds  . 

dx  dy  dn 
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Es  gilt  also  dio  Formel 


(3) 


ou    dv    ,    du   dv\  j     -, 

^ \-  -^ —■   dx  dy 

ex    ex         oy    cy 


I      ^ 
J      ^ 


ds  —  I  f  uAvdxdy  . 


Durch  Vertauschung  von  «  und  v  erhält  man  hieraus  die 
Gleichung 


(4) 


/ 


cu    dv    1    ^^    ^^  I  j 
öx  dx        6y   dy' 


f  o^ 
=  —    V— 

f       C', 


ds 


V  A  u  dx  dy  . 


Indem  man  die  beiden  Gleichungen  (3)  und  (4)  miteinander 
verbindet,  erhält  man  die  Greensche  Formel 


(5) 


cv 
u- — 
dn 


v-^ — j  ds  -{-    I  {uAv  —  V  Au)dxdy  =  0 


Diese    Formel    gilt    auch,    wenn    das    Gebiet   J    von 

du 
mehreren    Kurven    begrenzt    wird;    die    Ableitungen    ~ — 

^..  dti 

cv 
und  - —    müssen    nur    immer    nach    der   ms    Innere    der 
cn 

betrachteten    Fläche  J    gerichteten    Normale    genommen 

werden. 

Sind   u   und  v   zwei   Funktionen   von  x ,  y ,    welche 

nebst    ihren    partiellen    Ableitungen    erster    und    zweiter 

Ordnung    im    Gebiet   J    stetig    sind    und    den    partiellen 

Differentialgleichungen 

Au  =  0  ,     Av  =  0 
genügen,  so  ist 

I \    cn  cnl 


§  50.    Die  Differentialgleichung  Au  ^  0 
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Hieraus  folgt  der  Satz: 

Jede  Funktion  w,  welche  in  dem  von  der 
Kurve  C  begrenzten  Gebiet  nebst  ihren  partiellen 
Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  stetig 
ist  und  der  Differentialgleichung  Au  =  0  genügt, 
erfüllt  die  Gleichung 


(') 


tu 

dn 


ds  =  0 


Denn  aus  (6)  ergibt  sich,  wenn  man  v  =  1  setzt,  die 
Gleichung  (7). 

Setzt  man  in  der  Formel  (3)  u  =  v ,  so  erhält  man 
die  später  zu  benutzende  Formel: 


(8)    -      uAudxdy  =  j  j 


CXI        \cy 


dx 


dy  +  I  u^r-ds 


cn 


Ist  u  eine  Funktion,  welche  im  Gebiet  J  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  stetig 
ist  und  der  Differentialgleichung  Au  =  0  genügt,  so  ergibt 
die  Formel  (8) 


(9) 


tuy      Icu 
l\cxj        \cy 


dxdy  ==  — 


I        0 

-    u  — 

J      '"' 


ds 


cu 


Ist  längs  der  Kurve  C  u  =  0  oder  ^i^-  =  0 »   ■^'O  ist 

dn 


dx)        \cy 


dxdy  =  0  , 


was  nur  möglich  ist,  wenn  im  Gebiet  J 


cu 

ex 


+ 


\cyj 


oder 


cu 
6x 


0,       ^  =  0 
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ist.  Daraus  folgt,  daß  im  Gebiet  J  u  konstant  sein  muß, 
und  zwar  insbesondere  u  =  0 ,  wenn  längs  der  Rand- 
kurve w  =  0  war. 

Es  gilt  also  der  Salz: 

Eine  im  Gebiet  J  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen erster  und  zweiter  Ordnung  stetige 
Lösung  u  der  Differentialgleichung  Au  =  0  ver- 
schwindet im  Gebiet  J,  wenn  sie  längs  der  Eand- 
kurve  C   verschwindet;    sie   ist   im    Gebiet  J   kon- 

cu 

stant,  wenn  längs  der  Kurve  C  ihre  Ableitung  -^ — 

nach  der  inneren  Normale  verschwindet.  ^^ 

Daraus  folgt: 

Es  kann  nicht  mehr  als  eine  Funktion  u  von  x ,  y 
geben,  welche  im  Gebiet  J  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen erster  und  zweiter  Ordnung  stetig  ist,  der  Diffe- 
rentialgleichung Au  =  0  genügt  und  auf  der  Eandkurve  C 
gegebene  Werte  annimmt. 

Denn  wären  zwei  derartige  Funktionen  u'  und  u"  vor- 
handen, so  würde  die  Differenz  u  =  u' ~  u"  längs  der 
Eandkurve  C  verschwinden;  nach  dem  vorangehenden 
Satze  müßte  u  im  ganzen  Gebiet  J  gleich  Null  sein. 

Ferner  folgt: 

Die  allgemeinste  Lösung  u  der  Differentialgleichung 
Au  =  0,  welche  im  Gebiet  J  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen erster  und  zweiter  Ordnung  stetig  ist  und  deren 

c  u 
normale  Ableitung  -y-  längs  der  Randkurve  C  gegebene 

Werte  annimmt,  unterscheidet  sich  von  einer  solchen 
Lösung  nur  um  eine  additive  Konstante. 

Denn  sind   u'  und  w"  zwei  solch'e  Lösungen,   so   ist 

für   die  Differenz   u -=  u' —  u''   -;.—   längs  C  gleich   Null; 

cn 

also  ist  u  im  Gebiet  J  konstaut. 

Durch  die  Kurve  C  wird  die  Ebene  in  das  innere 
Gebiet  J  und  das  äußere  (sich  ins  Unendliche  erstreckende) 
Gebiet  A  zerlegt.  Wenn  wir  uns  auch  hier  mit  dem  Ver- 
halten der  Lösungen  der  Differentialgleichung  Jm  =0  im 
Außengebiet  A  nicht  beschäftigen,  so  wollen  wir  doch 
behufs  späterer  Verwendung  die  Formel  (9)  auf  das 
Gebiet  A  übertragen. 
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Wenn  die  Funktion  u  außerhalb  der  Kurve  C  nebst 
ihren  partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung 
stetig  ist  und  daselbst  der  Differentialgleichung  Au==0 
genügt,  so  beschreiben  wir  um  den  Anfangspunkt  einen 
die  Kurve  G  einschließenden  Kreis  K  von  beliebig  großem 
Kadius  R  und  verstehen  unter  A'  das  Gebiet,  welches  von 
dem  Kreis  K  und  der  Kurve  G  begrenzt  wird.  Die  auf 
dieses  Gebiet  A'  angewandte  Formel  (9)  ergibt 


cti 


+ 


du 
dy 


dxdy  =  — 


r   du  ^ 

u  ^    ,  äs 

an 


cu  , 
Un^ — ds  , 


dn 


A' 


WO  im  ersten  Integral  der  rechten  Seite  unter  n'  die  ins 
Innere  von  A'  gerichtete  Normale  der  Kurve  G  (d.  h.  die 
äußere  Normale  von  C)  und  im  zweiten  Integral  unter  n 
die  ins  Innere  von  A'  gerichtete  Normale  des  Kreises  K 
(d.  h.  die  innere  Normale  von  iL)  verstanden  wird.  Indem 
wir  auf  K 


cu 


ds  =  R dd  ,        ^^ —  = 

■  on 


du 


dR 


setzen,  erhalten  wir  die  Formel 

'du\ 
dy) 


im 

welche  in 


+ 


dxdy  = 


cu   ^         i        du  ^  ^ 

u  ■% — y  ds  -{-  I  Ru  ^^^  du  , 

cn  j         -D      . 

c  k 


dR 


(10) 


'"  /'r  /  ', 


c  u 
ex 


+ 


cu 

dy 


dxdy  == 


C    du 

U^ T 


ds 


(^) 


übergeht,  wenn 
(11) 


cu 
lim  R  u  ^r^ 

Ä = 3o         CR 


=  0 


ist.    Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist  und  wenn  längs  C 

u  oder  -,r—r  verschwindet,   so   verschwindet   das  Integral 

on 

auf  der  rechten  Seite  von  (10),  und  man  schließt  wie 
vorhin,  daß  u  außerhalb  der  Kurve  C  konstant  ist  und 
zwar  gleich  NuU,   wenn  u  im  Unendlichen  verschwindet. 
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Die  Funktion 

,      1 

(12)  V  =  log     •, 

wo 

die    Entfernung    des    Punktes    {oc ,  y)    von    dem    festen 
Punkte  (I,  rj)  ist,  stellt,  wie  man  durch  Nachrechnen  be- 
stätigt, ein  partikuläres  Integral  der  Gleichung  A  r  =  0  dar. 
Es  ist  nämlich 


er 

'       r       ' 

er 
Cy 

y-  V 

dx 

r 

und  demnach 

y2             ' 

clog- 

y-v 

dx 

6y 

r2      ' 

ferner 

.c-2log- 

r            1 

2(37-1)2 

oqogA 

1     ,   2(2/ -# 
r2  "^   .    7-4 

dx^              r2    ' 

dy^ 

also 

(13) 

zllog  ^ 

=  0. 

Wenn  sich  der  Punkt  (^ ,  y) ,    in  welchem  die  Funk- 
tion 11  =  log—  unstetig  ist,  im  Innern  der  von  der  Kurve  C 

begrenzten  Fläche  J  befindet,  beschreiben  wir  um  (^,  //) 
einen  kleinen  Kreis  7^  mit  dem  Eadius  g  und  wenden  die 
Formel  (5)  auf  das  von  der  Kurve  C  und  dem  Kreis  F 
begrenzte  Gebiet  J'  an.     Es  ist  also 

f(    c)u  ^^'\,     ,    f(    ^^  ^^\^        n 

J  \    dn  vnl  j  \    cn  c nj 

c  t 

wo  die  Ableitungen  im  ersten  Integral  nach  der  inneren 
Normale  der  Kurve  C ,  im  zweiten  Integral  nach  der  ins 
Innere  des  Gebietes  J'  gerichteten  Normale  des  Kreises  F, 
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d.  h.  nach  der  äußeren  Normale  von  /'  zu  nehmen  sind. 
Werden  im  zweiten  Inte^al  die  Ableitungen  nach  der 
inneren  Normale  von  F  genommen,  so  ist 


(14) 


f'log 
\   du                    r 
log—  -7^ u — ^ 

\       r   cn  ein 


ds 


-      1    cu           '^^^r   ]' 
log—  . u  — ^ /  ds 

V       r   cn  cn     I 


Das  Integral  auf  der  rechten  Seite,  welches  von  dem 
Eadius  q  des  Kreises  F  unabhängig  sein  muß,  ist  leicht 
zu  berechnen.     Zunächst  ist 


/' 


log ^ —  ds 

r   cn 


log 


r 


ds 


nach  Formel  (7)  gleich  Null.    Ferner  ist  auf  F  (für  r  =  o) 


c^log 


cn 


dlog 


1 


dr 


da  die  Eichtung  der  inneren  Normale  von  F  der  Richtung 
der  wachsenden  r  entgegengesetzt  ist.     Demnach  ist 

—  /  u  — as  = I  uas  ; 

I  c  ti  qJ 

r  r 

für  sehr  kleine  q  weicht  dieses  Integral  wenig  von 


•  u{^ ,  7])  -2  Ji  g 

p 


2  7tu{^,    }]) 


ab;   da  das  Integral  von  q  unabhängig  ist,   so  ist  genau 

1 


-/■ 


clog 
dn 


ds  =  —2  7iu{^,  )]) 
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Demnach  gilt  die  wichtige  Formel 

(15)    u{^,  ii)  =  -^r— l log— -^ds  +  ^—-\u — . ds  . 

2jiJ        r   on  27iJ         cn 

c  c 

Dieselbe  zeigt,    daß  die  Funktion  u  in  einem   beliebigen 

Punkt  (I,  i])   des  von   der  Kurve  C   begrenzten  Gebietes 

c  u 
bestimmt  ist,  wenn  die  Werte  von  u  und  - —  auf  der  Kurve  G 

gegeben  sind.  ^"^ 

Ist   die  Kurve  C   ein    Kreis   vom   Mittelpunkt  {^ ,  rj) 

und  vom  Eadius  R ,  so  hat  man  auf  C 

c^log—  „„„ 

r  r         1 


dn  ar  r 

so  daß  die  Formel  (15)  übergeht  in 

"(«,•?)  =  - a^r'os^fe  "'^  +  2^ /"  "' 

c  c 

oder  mit  Eücksicht  auf  (7) 

(16)  w(|,  7])  =  -y—^juds  . 

c 

Da  hiernach  der  Wert  der  Funktion  u  im  Kreismittel- 
punkt (<^,  t])  gleich  dem  Mittelwert  der  Funktionswerte 
auf  der  Peripherie  ist,  so  kann  im  Punkt  L^.  ?;)  kein 
Maximum  oder  Minimum  der  Funktion  u  vorhanden  sein. 

Wir  haben  demnach  den  Satz: 

Eine  Lösung  u{x,  y)  der  partiellen  Differential- 
gleichung Au  =  0  kann  in  einem  Punkt  {^ ,  /;) ,  in 
dessen  Umgebung  sie  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen erster  und  zweiter  Ordnung  stetig  ist, 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  haben. 
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Ü  51.    Das  lo^aritlimisclie  Potential  der  einfachen  und 
der  doppelten  Belegung. 

Wir  vertauschen  in  der  Formel  (15)  die  Punkte  (^,  ?;) 
und  {x,  y) ,  so  daß  {$ ,  rf)  ein  Punkt  der  Randkurve  0, 
{x,  y)  ein  Punkt  des  Gebietes  J  ist.  Jede  nebst  ihren 
partieHen  Differentialquotionten  erster  und  zweiter  Ord- 
nung im  Gebiete  J  stetige  Lösung  u{x,  y)  der  Gleichung 
A  u  =  0  gestattet  die  Darstellung 

,    f'log 

(17)  <^.y)  =  -4^j^og\^ds^^ju—^ds, 

c  c 

wo  /•  die  Entfernung  des  Punktes  (x,  y)  vom  Rand- 
punkte  (I,  >/)  —  in  welchem  sich  das  Bogenelement  ds 
befindet  —  darstellt.  Die  Lösung  u  der  Gleichung 
Au  =  0  drückt  sich  also  durch  zwei  über  die  Rand- 
kurve G  erstreckte  Integrale  von  der  Form 

(18)  V  ==  I xlog—ds  , 

c 

(19)  w=    u — -X- — ds 

J  ^^ 

c 

aus,  wo  x  und  /n  längs  der  Kurve  C  gegebene  Funk- 
tionen sind. 

Das  Integral  v  wird  als  logarithmisches  Poten- 
tial einer  einfachen  Belegung  der  Kurve  C  mit  der 
Dichtigkeit  x,  das  Integral  w  als  logarithmisches 
Potential  einer  Doppelbelegung  der  Kurve  G  mit 
dem  Moment  ju  bezeichnet. 

Es  ist  in  §  50  bereits  gezeigt  worden,  daß  (13) 

Alog~  =  0 

ist. 

Für  das  Potential  v  der  einfachen  Belegung 
gilt  demnach  die  Gleichung 

(20)  Av  =  0. 


V-  =  cos(w,  y)  , 

CM 

c)r            dr 
dr]             cy 

-cos(r,  y) 
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Ist  n  die  innere  Normale  der  Kurve  C  im  Punkte  (| ,  r)), 
so  ist 

- —  =  cos(w,  X)  , 
on 

Da 

6r  ßr  .       , 

^--^  =  -cos(r,x), 

ist,  so  haben  wir 

c)»!        d^    dn        er]   cn 

=  —  (cos(r,  a7)cos(w,  x)  +  cos(r,  y)cos{n,  y)) 
=  —  cos(r,  n)  , 

wo  (r,  n)  den  Winkel  darstellt,  welchen  die  Verbindungs- 
linie des  Punktes  (|,  7])  mit  dem  Punkte  {x,  y)  —  und 
zwar  in  der  Richtung  von  (|,  r])  nach  {x,  y)  —  mit  der 
inneren  Normale  der  Kurve  C  im  Punkt  (|,  r])  bildet. 
Es  ist  also 

^log—  .     „  .       , 

r  1    er        cos(r,  n) 

cn  r   cn  r  ' 

so  daß  das  Potential  der  Doppelbelegung  in  der 
Form  geschrieben  werden  kann: 

/oi\                                    /     cos(r,  n) 
(21)  w^jfi      — ds  . 


Aus 


zllog— 
r 


folgt 


clog- 

(22)  ^-^^  =  0' 

demnach  gilt  auch  für  das  Potential  w  der  Doppel - 
belegung  die  Gleichung 

(23)  Aio  =  0 . 
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§  52.    Unstetigkeitseiffonschafteu  des  Potentials 
der  Doppelbelegung. 

Indem  wir  in  der  Formel  (21)  für  das  Potential  der 
Doppelbelegung  für  fi  zunächst  den  konstanten  Wert  1 
setzen,  betrachten  wir  das  Integral 

(24)  /■'^-^illiid,. 


Wir  verbinden  den  Punkt  {x,  y)  mit  den  Endpunkten 
des  Bogenelementes  ds  ;  die  Verbindungsstrahlen  schneiden 
auf  dem  um  den  Punkt  (a?,  y)  mit  dem  Kadius  1  be- 
schriebenen Kreise  ein  Bogenelement 

A)-N  j         cos(r,  n) 

(2o)  do  = — -  ds 

r 

aus,  welches  positiv  oder  negativ  ausfällt,  je  nachdem  der 
Winkel  (r,  n)  spitz  oder  stuinpf  ist.  Man  kann  do  als 
die  scheinbare  Größe  des  Bogenelementes  ds  in  bezug  auf 
den  Punkt  {x,  y)  bezeichnen. 

Liegt  (a?,  y)  außerhalb  der  Fläche  J ,  so  schneiden 
die  von  {x ,  y)  nach  den  Endpunkten  von  do  gezogenen 
Strahlen  auf  der  Kurve  C  eine  gerade  Anzahl  von  Bogen - 
elementen  ds  aus;  nehmen  wir  an,  es  seien  zwei  derartige 
Bogenelemente  ds  vorhanden,  so  ist  der  Winkel  (r,  n) 
für  das  eine  spitz,  für  das  andere  stumpf;  die  den  beiden 
Bogenelementen  ds  entsprechenden  Elemente 

cos(/*,  n)   , 
-^ — -ds 


des  Integrals  (24)  haben  entgegengesetzt  gleiche  Werte, 
welche  sich  gegenseitig  aufheben.  Daher  verschwindet 
das  Integral  (24),  wenn  der  Punkt  {x,  y)  außerhalb  der 
Fläche  J  liegt. 

Liegt  der  Punkt  (a;,  y)  innerhalb  der  Fläche  J,  so 
schneidet  ein  von  diesem  Punkte  ausgehender  (einseitig 
unbegrenzter)  Strahl  die  Kurve  C  in  einer  ungeraden 
Anzahl  von  Punkten.    Nehmen  wir,  um  einen  bestimmten 
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Fall  vor  Augen  zu  haben,  an,  jeder  derartige  Strahl  habe 
nur  einen  Punkt  mit  der  Kurve  C  gemein,  so  entspricht 
jedem  Bogenelement  <?ö  des  um  {x,  y)  beschriebenen  Kreises 
vom  Radius  1  ein  Element  ds  der  Kurve  C,  für  welches 

COS  iv     7h\ 

(r ,  n)    spitz    ist,     daher    ist    ^ ds  =  do    positiv, 

und  das  über  die  geschlossene  Kurve  C  erstreckte  Inte- 
gral (24)  ist  gleich  der  Summe  aller  Bogenelemente  do 
des  Kreises  vom  Eadius  1 ,  also  gleich  2  n .  Demnach  ist 
das  Integral  (24)  gleich  2jr,  wenn  der  Punkt  (x,  y)  inner- 
halb der  Fläche  J  hegt. 

Liegt  der  Punkt  {x,  y)  auf  der  Eandkurve  C,  welche 
an  jeder  Stelle  eine  bestimmte  Tangente  haben  soll,  so 
liegen  diejenigen  von  (x,  y)  ausgehenden  Strahlen,  welche 
die  Kurve  G  in  einer  ungeraden  Anzahl  von  Punkten 
schneiden,   auf  einer  Seite  der  Taügente,   und  diejenigen 

cos(r,  n)  .      ^  ,        NT.,., 

Elemente  do  = -^ — -ds   des  um  {x,  y)  beschriebenen 

T 

Kreises  vom  Eadius  1 ,  welche  sich  nicht  wegheben,  bilden 
die  halbe  Kreisperipherie  von  der  Länge  .-r ,  Demnach 
hat  das  Integral  (24)  den  Wert  tx  ,  wenn  (x ,  y)  ein  Punkt 
der  Eandkurve  C  mit  bestimmter  Tangente  ist. 

Wir  untersuchen  nun  das  Verhalten  der  Funktion  w 
beim  Durchgang  des  Punktes  {x,  y)   durch  die  Kurve  C . 

Wir  verstehen  unter  s  einen  festen,  unter  t  einen 
beliebigen  Punkt  von  C  \  in  t  haben  wir  das  Bogen- 
element  dt,  die  innere  Normale  n;  die  Entfernung  des 
Punktes  (a?,  y)  vom  Punkt  t  sei  r.  Das  Moment  der 
Doppelbelegung  in  t  sei  fx ,  während  sich  //,  auf  den 
Punkt  s  bezieht;  fi  möge  eine  stetige  Funktion  von  t  sein. 
Wir  setzen 

C    cos(r,  n) 
w  =  f  f.1 dt 


(26) 


fcos{r,n)           f              cos(r,  n) 
-"V r ^J  ^"  ~  ^''^ r 


c  c 

c 
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und  zeigen,  daß 
(27)  w^L-f,)^?^^ät 


eine  an  der  Stelle  s  stetige  Funktion  von  (x,  y)  ist.  Wir 
beschreiben  zu  diesem  Zweck  um  s  als  Mittelpunkt  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  q  und  bezeichnen  mit  y  den  inner- 
halb dieses  Kreises  gelegenen  Teil  der  Kurve  G .  Wir 
nehmen  o  so  klein  an,  daß  der  absolute  Betrag  von  jn  --  jUg 
kleiner  als  eine  gegebene  beliebig  kloine  positive  Größe  e 
ist,  wenn  der  Punkt  t  dem  Kurvenstück  y  angehört.  Das 
Integral  W  zerlegen  wir  in  zwei  Teile  W  und  W" ,  so 
daß  W  über  das  Kurvenstück  y ,  W"  über  den  übrigen 
Teil  der  Kurve  C  erstreckt  wird.  Es  ist,  wo  auch  der 
Punkt  (x,  y)  liegen  mag, 


das  mit  e  multiplizierte  Integral,  welches  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  der  Winkel  do  darstellt,  unter  welchen 
die  Elemente  des  Bogens  y  vom  Punkt  {x,  y)  aus  er- 
scheinen, liegt  unter  einer  endlichen  Grenze.  Das  In- 
tegral W"  ist  stetig,  wenn  der  Punkt  (a;,  y)  innerhalb  des 
um  den  Punkt  s  mit  dem  Radius  q  beschriebenen  Kreises 
bleibt.  Demnach  ist  auch  W  in  der  Umgebung  von  s  stetig. 
Wir  verstehen  jetzt  unter  Wg  den  Wert  von  w  im 
Punkte  s  der  Kurve  0,  unter  Wi  den  Grenzwert,  welchem 
sich  w  nähert,  wenn  sich  der  Punkt  {x,  y)  von  innen  her 
dem  Punkte  s  nähert,  unter  Wa  den  Grenzwert,  welchem 
w  zustrebt,  wenn  sich  (a?,  y)  von  außen  dem  Punkte  s 
nähert.  Wegen  der  Stetigkeit  der  Funktion  W  im  Punkte  s 
ist  der  Wert  von  W  in  s ,  nämhch 

Wg  —  TT  pg  , 

sowohl  gleich  dem  Grenzwert 

Wi  —  2jijUg, 

welchem  W   zustrebt,    wenn    sich   (x,  y)   von   innen   dem 
Punkte  s  nähert,  als  auch  gleich  dem  Grenzwert 

19* 
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welchem  w  zustrebt,  wenn  (x,  y)  von  außen  an  s  heran- 
rückt.    Es  ist  also 

Wa  =  Wg  —  71  flg  =  Wi  —  2  n  IJ.g  , 

folglich 

(28)  Wi  =  Wg  -\r  71  fig  ,     IV a  =  IV,  —  TT  /LI, 
oder 

\{Wi  +  Wa)  =  Ws  , 
WO 

(29)  w.  =  f'^'l''"ht 

c 

ist;  hierbei  ist  dt  ein  Bogenelement  von  G  an  der  be- 
liebigen Stelle  t,  auf  welche  sich  //  bezieht,  n  die  nach 
innen  gerichtete  Normale  an  der  Stelle  t  und  r  die  Ent- 
fernung des  beliebigen  Kurvenpunktes  t  von  dem  festen 
Kurvenpunkte  s . 

Wir  fassen  unser  Ergebnis  in  den  Satz  zusammen: 
Das  Potential  w  einer  Doppelbelegung  der 
Kurve  G  mit  dem  stetig  veränderlichen  Moment  u 
erfährt  beim  Durchgang  durch  den  Punkt  .s^  von  C 
eine  ünstetigkeit,  welche  durch  die  Gleichungen 
dargestellt  wird: 

(30)  -^  {Wi  —  Wa)  =  71  ju,  , 

/o^x  1  /      ,       X       r     cos(r,  n,)   , 

(31)  -{Wi  +  Wa)  =  Ut -^^—^dt ; 


dabei  sind  Wi  und  iVa  die  Grenzwerte,  welchen  u- 
bei  der  von  innen  bzw.  von  außen  erfolgenden  An- 
näherung an  den  Punkt  s  zustrebt;  ferner  ist  dt 
ein  Bogenelement  der  Kurve  G  an  der  beliebigen 
Stelle  t  mit  der  inneren  Normale  w<  und  r  die  Ent- 
fernung der  Punkte  s  und  t. 
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Durch  Addition  und  Subtraktion  der  Gleichungen  (30) 
und  (31)  erhält  man 

(32)  „^  =  „,,,+l„^<^^^at, 

C 

/DON  1       r        ^®^(*''    ^')    ^* 

(33)  Wa==  —7ljUg-\-     jUt dt. 


§  53.    Unstetigkeitseis^enschaften  des  Potentials  der 
einfachen  Belegung. 

Das  logarithmische  Potential  (18) 

ds 


-jyAogj 


einer  einfachen  Belegung  mit  der  stetig  veränderlichen 
Dichtigkeit  y.  bleibt  auch  dann  stetig,  wenn  der  Punkt  {x ,  y) 
durch  die  Kurve  G  hindurchgeht. 

Wir  zeigen,  daß  das  Integral  v  einen  Sinn  behält, 
wenn  unter  x ,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  s  der 
Kurve  G  verstanden  werden.  Wir  bezeichnen  dann  mit  t 
die  einem  beliebigen  Punkt  der  Kurve  G  entsprechende 
Bogenlänge  und  mit  dt  das  in  diesem  Punkt  befindliche 
Bogenelement.  Wenn  Vst  die  Entfernung  der  Punkte  s 
und  t  darstellt,  handelt  es  sich  um  das  Integral 

(34)  Vs^jxtlog — dt. 

C 

Wir  beschreiben  um  den  Punkt  s  einen  kleinen  Kreis 
vom  Eadius  o  und  bezeichnen  den  innerhalb  dieses  Kreises 
gelegenen  Teil  der  Kurve  G  mit  y .  Wir  zerlegen  das  über 
die  Kurve  G  erstreckte  Integral  Vg  in  die  beiden  Bestand- 
teile t\'  und  v'/ ,  von  denen  der  erste  über  die  Kurve  ;' , 
der  zweite  über  den  übrigen  Teil  der  Kurve  G  erstreckt 
wird.  Das  Integral  v"  ist  endlich,  da  für  alle  Punkte  t 
seines  Integrationsweges  die  Entfernung  Tgt  über  einer 
gewissen  Grenze  bleibt.     Das  Integral 


-jy.tlog  — 

J  Ist 


v's  =    y.tlos —  dt 

Y 
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kann  dadurcli  beliebig  klein  gemacht  werden,  daß  man  o 
hinreichend  klein  annimmt. 

Wir  ziehen  im  Punkt  s  der  Kurve  C  die  Isormale  n , 
deren  positive  Richtung  ins  Innere  gehen  möge.  Wir 
bilden  die  nach  der  Richtung  7i  genommene  Ableitung 

dv 
dn 

der  Funktion  v  zunächst  in  einem  Punkt  (x,  y),  welcher 
auf  der  Normale  in  der  Nähe  des  Punktes  s  innerhalb 
oder  außerhalb  der  Kurve  C  liegt.  Je  nachdem  sich  der 
Punkt  (a?,  y)  von  innen  oder  von  außen  her  dem  Kurven- 

dv 
punkte  s  nähert,  nähert  sich  die  Ableitung  - —  dem  Grenz- 
wert -^  oder  dem  Grenzwert  ^^  . 
dn  cn 

Es  ist  dann,  wie  wir  zeigen  werden, 
2  \dn         cn 
2  \cn         cn 


)-h 


wo  unter  r  =  r^t  die  Entfernung  des  Kurvenpunktes  s  von 
dem  beliebigen  Kurvenpunkt  /  und  unter  n  =  w,  die  innere 
Normale  in  s  verstanden  wird. 

In  einem  beliebigen  Punkt  p  haben  wir  das  Potential 

(35)  Vp  =  lxtlog--dt , 

wo  Vpt  die  Entfernung  des  Punktes  p  von  dem  Punkt  / 
der  Kurve  C  darstellt.  Der  Punkt  p  gehe,  wenn  er  in 
der  beliebigen  Richtung  Ä  um  dÄ  verschoben  wird,  in  p' 
über;  dann  ist 

C^Vp    _   Vp'  —  Vp 

ex   ~      dX      ' 
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Statt  dem  Punkt  p  die  Verschiebung  dX  zn  erteilen,  ver- 
schieben wir  alle  Punkte  t  der  Kurve  C  um  den  entgegen- 
gesetzt gleichen  Betrag  —dl.     Wir  erhalten  so 

,.    c'log  — 


es  ist 


1  ?  ' 

-j-  =  -j—-  cos(m,  ,  X)  +  y-  .  cos(« ,  ;.)  , 


wo   Hl  die  Normale  von  C   im  Punkt  t   bezeichnet;    also 
haben  wir 


(36) 


•^  =  -/x,cos(»„;.)^logi-d( 

C 

>f< cos(< ,  X)  -,:—  log —  dt . 


c 
Das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung, 

/      c  1 

(37)  Wp  =  /."«7—  log  — -  dt  , 

C 

stellt  das  Potential  der  Doppelbelegung 

i(t  =  y.tCO&{nt,  X) 
dar,   welches  beim  Durchgang  des  Punktes  p  durch  den 
Punkt  s  der  Kurve  C  die  in  §  52  nachgewiesene  Unstetig- 
keit besitzt.     Das  zweite  Integral 

(38)  xtCOs{t, /.)-^log — dt 

J  ^  t  Tpi 

C 

geht,  wenn  xt  und  cos(f,  /)   stetige  Differential  quo  tienten 
nach  t  besitzen*),  durch  partielle  Integration  in 


(39) 


-j-^[y.tCos{t,  X)]- log— -dt 


*)  Demnach  wird  die  Krümmung 
d{t,X) 
dt 
der  Kiu've  C  als  stetig  vorausgesetzt. 


296   VII.  Abschnitt.  Randwertaufg.b.ellipt. Differentialgleichungen. 

Über;  wir  haben  also  das  logarithmische  Potential  einer 
einfachen  Belegung  mit  der  Dichtigkeit 

-^[xtCos{t,  X)]  , 

welches  beim  Durchgang  des  Punktes  /;  durch  die  Kurve  C 
stetig  ist.  Demnach  besitzt  die  Ableitung  von  v  nach 
einer  beliebigen  Eichtung  eine  Unstetigkeit  derselben  Art 
wie  das  Potential  einer  Doppelbelegung. 

Wir   verstehen    unter    A    die    Eichtung    der    inneren 
Normale  w«  von  C  in  s .     Dann  ist  nach  (36) 


(40) 


oVi  C  ,         ,    o'    ,       1 

- —  ==  —Wi 


c 


xt  cos(n, ,  t)  -^  log —  dt  , 


- —  =  —Wa—    y-t  cos{ns ,  t)  ^-  log  ^-  dt ; 
crig  J  et         Tgt 

c 

dabei  sind  Wi  und  Wa  die  Grenzwerte,  welchen  sich  das 
Potential  (37)  der  Doppelbelegung 

jiit  =  xtCO&{ns,  fit) 

nähert,  wenn  sich  p  von  innen  oder  von  außen  dem  Punkt  s 
nähert.  Wir  beachten,  daß  jUg  =  y.g  ist.  Durch  Subtraktion 
der  beiden  Gleichungen  (40)  ergibt  sich 

1  (6va       ßvA       1 
^^^^        2  l^  -  ä^j  =  2  ^^^-  -  ^«^  =  "'"^  =  ""^  • 

Durch  Addition  erhält  man,  da  nach  (31) 

1  fei 

--  [wi  ~\-  Wo)  =  Wg  =    fit- —  log   -  dt 
^  J      cnt        Tgt 

c 

r  6        1 

==   xtCOs{ng,  nt)- — \og~   dt 
J  ont        Ygt 

c 
ist: 

1  (^Vi^    ,    ^ 

2  Xcris        dn^ 

f  e  1  f  c  1 

=  —  xt  cos(n, ,  nt)  -r —  log —  dt  —    xt  cos(n, ,  t)  ^r-  log —  dt 

J  Grit  fsl  J  Gt  Tgt 
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Nun  ist  (S.  288) 

dl         1    dr^t        cos(r,«,  w<) 


dni        Tst        Tst   c)nt  r, 


st 


^ ,     J_  ^  JL  ^^«<  ^  cos(r,t,  t) 

ßt         T,t       r,t    dt  r,t         ' 

^vobei  r^t  in  der  Richtung  von  s  nach  /  durchlaufen  wird,  und 
cos(ng,  w<)cos(rs<,  w<)  +  cosK,  Oco8(r«<,  <)  =  cosK,  rs<)  , 
also 

(42)  i  (1^  +  t"--)  =  L  ^^-^l  ä,  *). 

2  \dn,       cnj     J  r^t 

c 

Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Das  Potential  v  einer  einfachen  Belegung  der 

Kurve  C  ist  beim  Durchgang  durch  C  stetig.     Die 

nach    der    inneren    Normale   n   genommene   Ablei- 

dv 
tung  -^ —  erfährt  beim  Durchgang  durch  den  Punkt 
cn 

s  von  C  eine  Unstetigkeit,  welche  durch  die  Glei- 
chungen 

1     {dVn  ÜVi 


2  \dn        cn 


1  Icva       dvA  _  f    cos(r,  rig) 


(42)  s.,^  +  _L=    y.,^:zx^-±at 


cn  J      J 


2  \cn         c 

c 

dargestellt  wird;  dabei  sind  -^  und  -^  die  Grenz- 

cv  ^**  ^^ 

werte,    welchen   -;: —    bei    der   von    innen   bzw.    von 
cn 


*)  Beweis  von  Darboux  nach  d'Adhemar,  Exercices  et 
le(?ons  d'Analyse,  S.  111  und  Laie  sc  o,  Bulletin  des  sciences  math., 
1907,  S.  77.  —  Auch  C.  Neumann  (Leipziger  Abhandl.,  math.-phys. 
KL,  Bd.  14,  1888)  stellt  die  partiellen  Ableitungen  des  Potentials 
der  einfachen  wie  der  Doppel  belegung  als  Summe  eines  Potentials 
einer  einfachen  und  eines  Potentials  einer  Doppelbelegung  dar 
und  leitet  daraus  die  Unstetigkeitseigenschaften  her.  Im  §  54 
schlagen  wir  einen  anderen  Weg  ein,  der  weniger  Stetigkeits- 
voraussetzungen erfordert  und  zu  einem  für  unsere  Zwecke  aus- 
reichenden Satze  über  die  normale  Ableitung  des  Potentials  der 
Doppelbelegung  führt. 
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außen  erfolgenden  Annäherung  an  den  Punkt  s 
zustrebt;  dt  ist  ein  Bogenelement  der  Kurve  C  an 
der  beliebigen  Stelle  t  und  r  die  Entfernung  der 
Punkte  s  und  t . 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  xt  eine  stetige  Funktion 

von  /  mit  stetigem  Differentialquotienten  -^  ist  und  daß 

dt 

sich  nicht  nur  die  Tangentenrichtung,   sondern   auch  die 

Krümmung  der  Kurve  C  stetig  ändert. 

Durch  Addition  und  Subtraktion  von   (41)  und  (42) 

erhält  man  die  Gleichungen 

u^\  ^^i  I    r    cos(r,  n,) 


(44)  -^ir^      7iXg+\xt dt. 


dn 


§  54.    Stetigkeit  der  normalen  Ableitung  des  Potentials 
der  Doppel belegung. 

Es  sei  wieder  t  ein  beliebiger  Punkt  der  Kurve  C  mit 
den  Koordinaten  ^ ,  i]  -,  an  der  Stelle  t  befinde  sich  das 
Bogenelement  dt ,  die  innere  Normale  sei  nt  und  das 
Moment  der  Doppelbelegung  //< .  Ist  r  die  Entfernung  des 
Punktes  t  von  dem  beliebigen  Punkt  p  der  Ebene  mit 
den  Koordinaten  x,  y,  so  haben  wir  nach  §  51  das 
Potential  der  Doppelbelegung  in  der  Form 

/■-v  i      cos(r,  n,)  ,, 

(45)  w  =  Wp=    /iit        ^  '     -  dt . 

c 

Bildet   die   Tangente   von   C   in   /    mit   der  a;- Achse   den 
Winkel  cc ,  so  ist  (S.  279) 

di  .  dn 

COSOC  =  -r—  ,         SITKX  =  ~-  . 

dt  dt 

Die  Normale  w^  bildet  mit  den  Achsen  die  "Winkel 

(w,.  x)=  "-  -^  oc  ,       (ut,  y)  =  CK  , 
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SO  daß 

.         ,  drj  d^ 

cos  (71, ,  a?)  =  -  --'-  ,       cos(m,  ,  y)  =  — 

ist.     Mit  Berücksichtigung  der  Formeln  (S.  284  u.  288) 

-?  —  ^  /     X        V  —  y 


cos(r,  x)  = ,       cos(r,  y)  =  — 


r  ....  y 

hat  man 

cos(r,  M<)  =  cos(r,  a;)cos(n<,  x)  +  cos(r,  y)  co^{nt ,  y) 
i  —  X   dt]        1]  —  y    d^ 


r        dt            r        dt  ' 
Demnach  ist 

(46)      «.,-j;„«-->'"'-(''-'')<'^ 

c 
wo 

r2  =  (1  -  xy  +  (^  -  y)-' 
ist,  und 

c^^,       r    r(|_^)2_(,^_^)2j^,^_2(|_^)(^- 

-y)di 

c 

MP^     ^^^       r    [a^-«')'-(^-2/)']<«^  +  2(l-a^)(>y- 

-y)di] 

C 

Wir  nehmen  an,  daß  sich  längs  der  Kurve  C  sowohl 
die  Tangentenrichtung  als  auch  die  Krümmung  stetig 
ändert.  Wir  führen  die  Tangente  von  C  in  einem  be- 
stimmten Punkt  s  als  ay-Achse  und  die  nach  innen  ge- 
richtete ]S^ormale  als  ;?/ -Achse  ein.  In  einem  Punkt  y  der 
Normale  mit  den  Koordinaten  0,  y  sei  iVp  =  W{y) ,  so  daß 

dy 

die  Ableitung  von  w^   nach   der  Normale  darstellt.     Wir 
zeigen,  daß 

(49)  \im[W'{y)-W'{-y)\==0 

y  =  o 

ist. 
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Wir  dürfen  voraussetzen,  daß  der  Wert  /*«,  welchen 
die  stetige  Funktion  ,«<  im  Punkt  s  annimmt,  gleich  Null 
ist.     Denn  setzt  man 

f,  ,  cos(r,  rit)  ,,   ,        /'cos(r,  w»)  , 

Wp  =    ii^t-  ,««)  — -j—    ^^  +  ."*  /  — y— ^  <^<  ' 

c  c 

so  verschwindet  im  ersten  Integral  jUf  —  jUg  für  t  =  s , 
während  für  das  innerhalb  wie  außerhalb  C  konstante 
zweite  Integral  der  zu  beweisende  Satz  ohne  weiteres  gilt. 
Wir  beschreiben  um  den  Punkt  s  einen  kleinen  Kreis 
vom  Radius  g ,  welcher  auf  der  Kurve  C  den  Bogen  }' 
ausschneidet,  und  zwar  wählen  wir  q  so  klein,  daß  auf  y 

drj 


d^ 


<M^ 


ist.     Dann  ist 

wo  das  Integral  TT^  über  den  Bogen  y ,  das  Integral  W^ 
über  den  übrigen  Teil  der  Kurve  C  erstreckt  wird. 
Wir  untersuchen  zunächst  die  Differenz 

Aus   Formel    (48)    folgt,    wenn    man    x   durch    0    und    G 
durch  y  ersetzt, 


fit -:^- d^  ; 

Y 

dabei  ist 

r2  =  ,"  +  (>?- ^)^ 
Setzt  man  noch 

n=-l-  +  0;  +  2/)-, 
so  ist 

Way)-W{{-y)=ju,Qd3. 
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wobei  gesetzt  ist: 


Q  = 


^'-iv-yr+'^Hn-y) 


dt] 
di 


SyviP  +  y^  +  V^) 


r*r\ 


+ 


4.(.-.-|) 


r\ 


Nimmt  man  y  und  \y\  so  klein  an,   daß  \v  —  y\  <  l 
ist,  80  ist 

s\yv[{P  +  y'  +  n') 


\Q\<[r-^{v-yri-^P] 


r^rt 


+ 


S\y\MP 


rt 


Wegen 


P<r2,     P<rl,     \^]\<MP<Mr'' 


ist 


{l^M)-8M\y\{P  +  y'  +  >ß        S  M  \y 

I "  I  —  «4  ~r         „2 


r\. 


r{ 


Liegt   der  Bogen  y   auf   derselben  Seite   der  a?- Achse,    so 
kann  man  y  r]  >  0  annehmen;  dann  ist 


n  >  I-  +  y  +  v'  >  HP  +  y'  +  v')  % 


also 


oder,  da 


\Q\^ 


1QM{1  +  M)\y\    ,    8M\y 


r\ 


r\ 


r\>W^^t 


ist, 


\Q\< 


a\y\ 
P  +  y^ 


;       a  =  48  if  (1  +  31)  . 


*)  Liegt  der  Bogen  y  auf  beiden  Seiten  der  ihn  berührenden 
X-Achse,  so  kann  man  \t]\  <  ^^^ ,  d.  h.  3f  ^  4^  annehmen;  dann  ist 

rj  S  r-  +  y'  +  '/-  -  2  |2/|  |»?|  >  1^  +  y-  +  y-  —  I^/l  i"' 

oder,  wenn  man  |y|  <  i-  annimmt, 

»•i  >  i  s^'  +  3/'  + '/'  >  i(r-  +  y'  +  T)  ■ 
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Also  ist,  wenn  das  Maximum  von    //«    auf  dem  Bogen  y 
mit  iiq  bezeichnet  wird, 


y^[{y)-^'i{-y)  <o,}^^ 


y  ät 

i'  +  y' 


f\y\d^ 

—  oo 

Da  ju  für  ^  =  0  verschwinden  soll,   so   kann   dieser  Aus- 
druck dadurch,    daß   man  y  hinreichend  klein  annimmt, 
beliebig  klein  gemacht  werden. 
Da  man 

\w^{y)-w^{-y)\ 

dadurch,   daß  man  \y'  hinreichend  klein  nimmt,   beliebig 
klein   machen  kann,    so  ist  die  Gleichung  (49)   bewiesen. 
Ist 

lim  W'iy) 

y  =  0 

vorhanden,  so  ist  auch 

]imW'{-y) 

y=o 

vorhanden,  und  die  beiden  Grenzwerte  sind  einander 
gleich  *). 

Hat  das  Potential  einer  Doppelbelegung  an 
einer  Stelle  der  Kurve  0  auf  der  einen  Seite  eine 
normale  Ableitung,  so  ist  eine  solche  auch  auf 
der  anderen  Seite  vorhanden,  und  die  beiden  Ab- 
leitungen sind  einander  gleich. 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  sich  das  Moment  //  der 
Doppelbelegung  sowie  die  Tangentenrichtung  und  die 
Krümmung  der  Kurve  C  stetig  ändert. 

Wir  leiten  noch  aus  den  Formeln  (45),  (47)  und  (48) 
das  Verhalten  der  Funktion  w  und  ihrer  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  für  den  Fall  her,  daß  der  Punkt  p 
ins  Unendliche  rückt. 

Ist  R  die  Entfernung  des  Punktes  {x,  y)  vom  Anfangs- 
punkt 0 ,  ^  die  Entfernung  des  Kurvenpunktes  {^ ,  //)  von  0 


*)  Beweis   nach   Tauber,    Monatshefte   für  Math.  u.   Phys., 
Bd.  8,  S.  79. 
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und  r  wie  bisher  die  Entfernung  der  Punkte  {x ,  y)  und  (!,»/), 
so  ist  für  hinreichend  großes  R 

ryR  —  oyR  —  a, 

wenn  a  der  kleinste  Wert  von  q  ist,  also 


1            1 
—  <^ • 

r       R  —  a 

Nach  (45)  ist 

l'^Kjm  E-a 

c 

also 

(50) 

]imw  =  0  . 

dt, 


Aus  der  Formel  (47) 

Vf-a^V    (v-yV 


6w 

dx 


dr)^  _  2^ ~ ^  y  —  y  d^ 

dt  r  r      dt 


Mi- 


di 


folgt,  wenn  man  die  Formeln 

I  —  ^  /      X        V  ~  y  /     N 

=  —cos{r,x),        ^ =  — cos(r,2/), 


d)] 


dt 
berücksichtigt, 


=  —  cos  {nt ,  x)  , 


dt 


cos  {nt,  y) 


(51) 


dw 
dx 


cos(%,  x)  —  2cos(r,  aj)cos(r,  n«) 
l-h ~i  d  t 


Demnach  ist 


also 


dw 


dx 


<    \Mt\ 


{R  -  af 


dt, 


fi  =  oo         ex 
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und  entsprechend 

Demnach  ist  auch 

(52)  limjß~  =  0. 

Da  die  Funktion  w  wegen  (50)  und  (52)  die  Be- 
dingung (11)  erfüllt,  so  genügt  sie  auch  der  Gleichung  (10). 
Wenn  also  das  Potential  w  einer  Doppelbelegung  längs 
der  Kurve  G  verschwindet,  oder  wenn  längs  C  die  Ableitung 
nach  der  äußeren  Normale  verschwindet,  so  ist  ic  außer- 
halb der  Kurve  G  überall  gleich  Null. 


§  55.    Lösung  der  ersten  Randwertaufgabe*). 

Mit  den  bisherigen  Hilfsmitteln  können  wir  die  fol- 
gende Eandwertaufgabe  lösen: 

Es  sei  längs  der  Eandkurve  G  eine  stetige 
Funktion  f{s)  gegeben.  Es  wird  eine  Funktion  w 
von  a?,  y  gesucht,  welche  nebst  den  partiellen 
Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  inner- 
halb der  Fläche  J  stetig  ist  und  der  partiellen 
Differentialgleichung  Aiv  =  0  genügt   und   auf  der 


*)  Wir  geben  hier  die  Lösung  von  Fredholm  (Sur  une 
nouvelle  raöthode  pour  la  resolution  du  probleme  de  Dirichlet; 
Öfversigt  Stockholm  1900,  S.  39);  vgl.  dazu  Plemelj  (Über  lineare 
Randwertaufgaben  der  Potentialtheorie;  Monatshefte  f.  Math.  u. 
Phys.1904,  S.337)  und  Kellogg (Transact.  of  the Am. Math. Soc.  1908). 

Es  sei  auch  hingoAviesen  auf  die  kurze  Darstellung  von 
d'Adhemar,  L'equation  de  Fredholm  et  les  problömes  de  Dirichlet 
et  de  Neumann  (Paris  1909). 

Die  Differentialgleichung  I«  =  0  wird  als  Laplacesche 
Gleichung,  die  erste  Randwertaufgabe  als  Dirichlet  seh  es 
Problem  und  die  zweite  Randwertaufgabe  (§  56)  bisweilen  als 
Neumannsches  Problem  bezeichnet. 

Dem  Dirichletschen  Problem  steht  das  Cauchysche  Pro- 
blem gegenüber,  d.  h.  die  Bestimmung  der  Lösungen  partieller 
Differentialgleichungen  auf  Grund  der  in  den  vier  ersten  Ab- 
schnitten behandelten  Existenztheoreme,  die  in  ihren  Anfängen 
auf  Cauchy  zurückgehen. 
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Eandkurve  C  *)  die  gegebenen  Werte  f{s)  an- 
nimmt**). 

In  §  50  hat  sich  bereits  ergeben,  daß  diese  Eand- 
wertaufgabe   nicht   mehr   als  eine  Lösung  besitzen   kann. 

Wir  suchen,  um  die  Aufgabe  zu  lösen,  längs  der 
Kurve  C  eine  Funktion  ju  =  jUg  so  zu  bestimmen,  daß  das 
über  die  Kurve  C  erstreckte  Integral  (21) 

/'    cos(r,  n)   , 
w  -^  I  jii ^ ds  , 

c 
welches   nach   §  51    der  Differentialgleichung  Aw  =  0   ge- 
nügt, die  Eandbedingung 

(53)  Wi  =  f{s) 

erfüllt. 

Nach  (32)  ist 

f    cos(r,  nt) 

Wi  =  71  jilg  -{-  \  fit dt  . 

J  *• 

c 

Unter  Benutzung  der  Bezeichnung 

clo   - 

(54)  .K{s,t)='^-^^:±^-     ''^^  ^'"^^ 


r  drit  orif 

nimmt  die  Randbedingung  (53)   die   Form    der   Integral- 
gleichung 

(55)  fi,  +  fE{s,t)iutdt  =  ^ 

'  TT 

C 

an. 

Indem  wir  den  Parameter  ?.  einführen,  betrachten  wir 
die  Integralgleichung 

(56)  fis- X\K{s,t)fitdt  =  ^t-^  , 

J  ^ 

c 

*)  Die  Kurvte  C  soll  die  Bedingungen  erfüllen,  unter  welchen 
die  im  folgenden  zu  benutzenden  Eigenschaften  des  Potentials 
(§§  52 — 54)  bewiesen  sind. 

**)  D.  h.  f{s)  ist  der  Grenzwert,  welchem  die  Funktion  w 
zustrebt,  wenn  sich  der  Punkt  {x ,  y)  von  innen  her  dem  Punkte  s 
der  Randkurve  C  nähert.  Die  Grenzwerte,  welchen  w  zustrebt, 
wenn  man  sich  von  innen  oder  von  außen  dem  Randpunkt  s 
nähert,  waren  früher  mit  Wi  bzw.  iVa  bezeichnet. 

Hörn,  Partielle  Differentialgleichungen.  20 
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auf   welche   wir   die  Fredholm  sehe  Methode   anwenden; 
nachträghch  wird  1=^—1  gesetzt*). 

Versteht  man  unter  d'  den  Winkel,  welchen  die  Ver- 
bindungsgerade der  beiden  Punkte  x{s),  yis)  und  x{t),  y{t) 
der  Randkurve  C  mit  der  aj-Achse  bildet,  so  ist 

y(s)  —  y  (t) 

dann  stellt 

6  '  y(s)  —  y(t)    ^ 

den  Winkel  dar,  unter  welchem  das  Bogenelement  dt  vom 
Punkt  x{s) ,  y{s)  aus  erscheint;  da  auch 

ä»  =  '"^^''  "■>  dt 

r 
ist,  so  hat  man 

(57)  i(,,,)  =  __arctg-|LLm. 

Die  in  der  Mitte  der  Sehne  st  errichtete  Senkrechte 
schneide  die  Normale  w<  im  Punkte  q ;  dann  ist 

cos(r,n,)=2^**~. 
also 

Nähert   sich    der    Punkt   s    dem    Punkte  / ,    so    geht    die 
Strecke  gt  in  den  Krümmungsradius  Qt  über,  und  man  hat 

(58)  K(t,t)  =  ^^. 


*)  Die  Integralgleichung  (56)  mit  beliebigem  /.  entspricht  der 
Randbedingung 

1  ^ 

denn  nach  (30)  und  (31)  ist 


i 


K{s,  t)fi,dt  =  h(:Wi+wJ  . 
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Man  erhält  nach  §  34  und  §  35  die  lösende  Funktion 
des  Kernes  Ä{s,  t)  in  der  Form 

w'n  "^  i^M  s » f)  =  — ^/^ — » 

vorausgesetzt,  daß  die  Determinante  D{a.)  von  Null  ver- 
schieden ist;  hierauf  ergibt  sich  /<,  aus  der  Formel 

(60)  n  f,,  =  f{s)  +  AJK (A  ;  s ,  t)  f{t) dt  . 

c 

Die  ursprünglich  gestellte  Eandwertaufgabe  wird  durch 
die  Gleichungen  (60)  und  (21)  mit  dem  Wert  A  =  —  1 
gelöst,  da,  wie  wir  zeigen  werden,  D(— 1)  von  Null  ver- 
schieden ist. 

Wäre  A  =  — 1  eine  Wurzel  der  Gleichung  D{X)  =  0, 
so  wäre  nach  §  36  und  i?  37  längs  der  Kurve  G  eine  nicht 
identisch  verschwindende  stetige  Funktion  fXg  vorhanden, 
welche  der  homogenen  Integralgleichung 

(61)  ix,-l\K{s,t)uidt  =  Q 

c 
für  /  =  —  1  genügt. 

Das  mit  dieser  Funktion  w,  gebildete  Integral 

f    cos(r,  n)  , 
w  =  I  ju -^ — 'ds 


c 
erfüllt  nach  Formel  (32)  die  Bedingung 

n 


n.  i' 

^  =  jUs  +  jKis,  t)fXtdt^.Q 


Da  Wi  längs  der  Kurve  G  verschwindet,  so  ist  ic  im  Innern 
von  J  überall  gleich  Null.  Daher  ist  längs  der  Kurve  G 
die  Ableitung  von  w  nach  der  inneren  Normale  gleich 
Null.  Nach  dem  in  §  54  (S.  302)  ausgesprochenen  Satze 
besitzt  w  auch  eine  überall  verschwindende  Ableitung  nach 
der  äußeren  Normale.  Daraus  folgt,  wie  am  Schluß  von 
$  54  gezeigt  wurde,  daß  die  Funktion  w  auch  außerhalb  G 
überall    gleich   Null    ist;    es   verschwindet    also   auch   der 

20* 
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Grenzwert  Wa,  welchem  w  zustrebt,  wenn  man  sich  von 
außen  her  der  Eandkurve  C  nähert.     Aus  (30) 

l~{Wi  —  Wo)  =  ^^fJ-s 

und 

Wi  =  0  ,      Wa  =  0 

folgt 

//«  =  0  . 

Dem  Wert  /  =  —  1  entspricht  also  keine  von  Null  ver- 
schiedene Lösung  jUg  der  Gleichung  (61),  d.  h.  /  =  —  1  ist 
keine  Nullstelle  der  Determinante  D{/.) . 

Der  Wert  X  =  1  (welcher  uns  im  folgenden  Paragraphen 
begegnen  wird)  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  !)(/)  =  0, 
und  die  homogene  Integralgleichung  (61)  hat  die  Lö- 
sung jUt  =  1  ;  denn  nach  §  52  ist 

cos(r,  rit) 


dt 

J  *" 

c 

oder 


l  —  fK{s,  t)dt  =  0 


Wir  zeigen,  daß  /Ug  =  Konst.  die  allgemeinste  Lösung  der 
homogenen  Integralgleichung  (61)  für  A  =  1  darstellt. 

Wir  nehmen  an,  es  sei  /n  =  jUg  eine  Lösung  der 
Gleichung  (61)  für  /.  =  1;  mit  dieser  Funktion  /<  bilden 
wir  das  Integral 

/     cos(r,  n)  , 
w  =  hu ^  '     ^  dt  , 


c 
welches  nach  Formel  (33)  die  Bedingung  erfüllt: 


—  =  —ßs  +  hs:{s,  t)Htdt 

71  J 


0 
c 

Da  längs  der  Kurve  G  Wa  =^  0  ist,  so  ist  nach  dem  Schluß- 
satz von  §  54  M)  außerhalb  der  Kurve  C  überall  gleich 
Null;  daher  verschwindet  die  Ableitung  von  tc  nach  der 
äußeren  Normale  von  G .     Dann  ist  nach  dem  auf  S.  302 

c  ?r 
(i;  54)  ausgesprochenen  Satze  auch  die  Ableitung   ,  -  nach 

c  n 
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der  inneren  Normale  gleich  Null;  daraus  folgt,  daß  w 
innerhalb  der  Kurve  G  einen  konstanten  Wert  c  annimmt, 
also  Wi  =  c  ist.     Aus  (30) 

i  {Wi  —  Wa)=7T.  jUg 

und  Wa  =  0,    iVi  =  c  folgt 


jUg  =  — —  =--  Konst.  , 

Z  71 


w.  z.  b.  w.*) 


§  56.    Lösnn^  der  zweiten  Randwert.aufgabe. 

Die  Theorie  der  Integralgleichungen  gestattet  auch 
die  Lösung  der  folgenden  Eandwertaufgabe. 

Es  sei  längs  der  Eandkurve  C  eine  stetige 
Funktion  f{s)   gegeben.     Es   wird   eine   Funktion  v 


*)  Früher  glaubte  man  die  Lösbarkeit  der  ersten  Randwert- 
aufgabe durch  die  folgende  (von  Riemann  als  Dirichletsches 
Prinzip  bezeichnete)  Schlußweise  begründen  zu  können:  Unter 
allen  Funktionen  u ,  welche  im  Gebiet  J  nebst  ihren  partiellen 
Ableitungen  stetig  sind  und  auf  der  Randkurve  C  vorgeschrit  bene 
Werte  annehmen,  befindet  sich  eine  Funktion  u  =  w,  welche 
das  Integral 


"-fjmr-m>^« 


zum  Minimum  macht;  diese  Funktion  iv  genügt  der  Differential- 
gleichung Aw  =  0.  Weierstraß  wies  darauf  hin,  daß  man 
zunächst  nur  das  Vorhandensein  einer  unteren  Grenze,  aber  nicht 
dasjenige  eines  Minimums  des  fraglichen  Integrals  behaupten 
könne.  Nachdem  so  die  Unhaltbarkeit  der  früheren  Schlußweise 
dargetan  war,  wurden  von  C.  Neumann,  Schwarz,  Poincare 
u.  a.  strenge  Beweise  für  die  Lösbarkeit  der  Randwertaufgabe 
gegeben  (vgl.  Enzyklopädie  11 A,  7  b,  wo  sich  Literaturangaben 
finden).  Hilbert  hat  (1899)  das  Dirichletsche  Prinzip  wieder 
zu  Ehren  gebracht,  indem  er  zeigte,  daß  die  Existenz  der  Funk- 
tion, welche  das  Integral  U  zum  Minimum  macht,  streng  bewiesen 
werden  kann. 

Zur  Einführung  in  die  Methoden  von  C.  Neumann,  Schwarz 
und  Poincare  kann  Picards  Traite  d' Analyse  benutzt  werden 
(wo  in  Bd.  II  die  Laplacesche  Gleichung  mit  zwei,  in  Bd.  I  die- 
jenige mit  drei  unabhängigen  Veränderlichen  behandelt  ist).  Ferner 
sei  auf  Korn,  Lehrbuch  der  Potentialtheorie  (Berlin  1899  u.  1901; 
fünf  Abhandlungen  zur  Potentialtheorie,  Berlin  1902  als  Ergänzung) 
hingewiesen. 
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von  X,  y  gesucht,  welche  nebst  den  partiellen  Ab- 
leitungen erster  und  zweiter  Ordnung  innerhalb 
der  Fläche  J  stetig  ist  und  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung J??  =  0  genügt,  während  die  nach 
der  inneren  Normale  von  G  genommene  Ablei- 
te-y 
tung  -X —    längs    der    Eandkurve    C    die    gegebenen 

Werte  f{s)  annimmt*). 

In  §  50  ist  gezeigt  worden,  daß,  wenn  überhaupt  eine 
Lösung  dieser  Eandwertaufgabe  vorhanden  ist,  daraus  die 
allgemeinste  Lösung  entsteht,  indem  man  eine  additive 
Konstante  hinzufügt. 

Wir  suchen  die  Funktion  x  =  y.g  längs  der  Kurve  C 
so  zu  bestimmen,  daß  das  Integral  (18) 


V  =  /?<log     ds 

c 


welches  nach  §  51  der  Differentialgleichung  Av  =  0  genügt, 
die  Eandbedingung 

(62)  ^  =  /W 


dn 


erfüllt. 

Nach  (43)  ist 


i 

c 


6  Vi                      f    cos(r,  n„ 
— —  =  —TiXg  +  jxt :: dt 


In  §  55  war 
gesetzt;  also  ist 


^?^'-!^  =  .K(.,t) 


7iK{t,  s) 


*)  D.  h.  f{8)  ist  der  Grenzwert,  welchem  -^—  zustrebt,  wenn 

sich  (x,  y)  von  innen  her  dem  Punkt  s  der  Randkurve  C  nähert. 

In  §  63  waren  die  Grenzwerte,  welchen  - —   zustrebt,   wenn  man 

rn  -t 

CVi 

sich  von   innen   oder  von   außen   der  Kurve  C  nähert,   mit   — — 

öv  *^'' 

bzw.  -TT-^  bezeichnet, 
an 
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und 

x,^^-'^dt  =  7ilxtK{t,  s)dt, 
c 

SO  daß   die   Randbedingung  (62)   die  Form   der  Integral- 
gleichung 

(63)  X,  -  fxt K{t,  s)dt  =  - ^ 

c 
annimmt. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Integralgleichung 


(64)  x,-XJxtK{t,  s) 

c 


äi--M 


mit  dem   Parameter  X  *)   und  setzen  nachträglich   X  =1  . 

Der   Kern    K{i,   s)    hat   dieselbe   Determinante   !>(/) 

wie  der  Kern  E{s,  t).    Die  beiden  Integralgleichungen  (61j 


/Ug  —  X  K{s.,  t) fxtdt  =  0 
c 
und 

(65)  Xg-XJxtEit,  s)dt  =  0 

c 

sind  für  dieselben  Werte  von  X  lösbar  und  haben  dieselbe 
Anzahl  linear  unabhängiger  Lösungen.  In  §  55  wurde 
gezeigt,  daß  die  Gleichung  (61)  für  X=l  die  einzige  Lö- 
sung jug  =  1  (oder  =  Konst.)  besitzt.  Demnach  ist  auch 
nur  eine  Lösung  Xg  (von  einem  konstanten  Faktor  ab- 
gesehen) der  Gleichung  (65)  für  /  =  1  vorhanden. 

Nach  §  37  lautet  die  Bedingung  dafür,  daß  die  nicht 
homogene  Integralgleichung  (64)  für  /  =  1  lösbar  ist: 

(66)  ff{s)ds^O. 


*)  Die  Gleichung  (64)  entspricht  der  Randbedingung 

jL^  (dVj  dVa\        ^  ( dVi         dVa\  __ 

2  Un         dn)^  2\en^  dnl~^^^^' 
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Dies  ist  nichts  anderes  als  die  Gleichung  (7) 

on 

welche  von  jeder  Funktion  v  erfüllt  werden  muß,  die  in 
dem  von  der  Kurve  C  begrenzten  Gebiet  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  stetig 
ist  und  der  Differentialgleichung  Av  =  Q  genügt. 

Nach    §   37    erscheint   eine   Lösung   der   Integralglei- 
chung (64)  für  A  =  1  in  der  Form : 

(67)  -^^^=^f(s)+jr{t,  s)f{t)dt; 

6 
dabei  ist 

wo  die  Konstanten  s',  t'  so  gewählt  sind,  daß  i>(l;  t\  s') 
nicht  verschwindet.  Vermittels  der  durch  (67)  gelieferten 
Funktion  Xg  erscheint  die  Lösung  der  zweiten  Randwert- 
aufgabe in  der  Form 

(69)  V  =    Xglog—ds  +  Konst., 

c 
vorausgesetzt,   daß   die  vorgeschriebenen  Eandwerte 
f{s)  die  Bedingung  lf{s)ds  =  0   erfüllen. 


§  57.     Die  Green  sehe  Funktion  des 
Diiferential.iusdrucks  Jii. 

Ist  (I,  i])  ein  Punkt  innerhalb  des  von  der  Kurve  C 
begrenzten  Gebietes  J,  so  ist  die  Funktion 

log—  , 
r 

wo 

die  Entfernung  der  Punkte  {x ,  //)  und  (| ,  >])  darstellt,  in 
allen  Punkten  {x ,  y)  der  Eandkurve  Q  stetig.    Nach  §  55 
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ist  eine  Funktion  g{x,  y)  vorhanden,  welche  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  im  Ge- 
Gebiet J    stetig   ist,    der   partiellen   Differentialgleichung 

Au  =  0   genügt   und  längs   G   dieselben  Werte 'wie  log— 

1  ^ 

annimmt.     Da  die  Funktion   log-    eine  Lösung  der  Diffe- 

r 

rentialgleichung  Au  =  Q  darstellt,  welche  nur  im  Punkte 

(1 ,  1])  unstetig  ist,  so  ist 

(70)  G{x,y;  ^,ii)  =  g{x,y)-\og  — 

T 

eine  Funktion  von  a?,  y,  welche  nebst  ihren  par- 
tiellen Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung 
im  Gebiet  J  —  abgesehen  von  der  Stelle  (|,  ?/)  — 
stetig  ist,  der  partiellen  Differentialgleichung 
Au  =  {)  genügt,  längs  der  Eandkurve  (7  verschwindet 
und  für  x=^,  y  =  >]  ^^^  logr  unendlich  wird.  Die 
Funktion  G{x,  y ;  |,  »y) ,  welche  durch  diese  Eigen- 
schaften eindeutig  bestimmt  ist,  wird  als  Green- 
sche Funktion  des  Differentialausdrucks  Au  be- 
zeichnet*). 

Ist  /'i  der  kleinste  und  rg  der  größte  Wert  von  r  auf 

der  Randkurve  G,   so  ist  log—   der   kleinste   und    log— 

der  größte  Wert  der  Funktion  g  nicht  nur  auf  der  Kurve  0, 
sondern  auch  in  der  Fläche  J,  da  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  g  nur  auf  der  Kurve  G  liegen  kann.  Die 
Funktion  logr  nimmt  in  der  Nähe  des  Punktes  (|,  rj) 
negative  Werte  von  sehr  großem  absoluten  Betrage  an ; 
demnach  ist  die  Funktion  G  =  g  -\-  logr  in  der  Kähe  von 
(I ,  t])  ebenfalls  negativ,  und  da  sie  auf  G  verschwindet 
und  im  Innern  des  Gebietes,  welches  von  der  Kurve  G 
und  einem  den  Punkt  (| ,  ?/)  umgebenden  kleinen  Kreise 
begrenzt  wird,  kein  Maximum  oder  Minimum  haben  kann, 
so  ist  sie  innerhalb  der  Kurve  G  überall  negativ. 


*)  Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  zur  ersten  Eandwert- 
aufgabe  gehörige  Greensche  Funktion,  wie  wir  uns  in  §  59  und 
§  60  auf  solche  Lösungen  der  Differentialgleichung  Au  +  ?.u  =  0 
bzw.  Au  +  /.ku  =  0  beschränken,  welche  auf  der  Randkurve  C 
verschwinden.  ^ 
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Ist  Gq  irgendeine  negative  Konstante,  so  stellt  die 
Gleichung  G  =  Gq  eine  innerhalb  der  Kurve  C  gelegene 
geschlossene  Kurve  dar.  Ist  |  Gq  \  sehr  groß ,  so  verläuft 
die  Kurve  G  =  Gq  in  der  Nähe  des  Punktes  (f ,  ?/) ,  den 
sie  umschließt.  Dagegen  liegt  die  Kurve  G  =  Gq  in  der 
Nähe  der  Kurve  G ,  wenn  j  Gq  j  sehr  klein  ist.  Zwei 
Kurven,  welche  verschiedenen  Werten  vou  Gq  entsprechen, 
können  sich  nicht  schneiden.  Demnach  umgeben  alle 
Kurven  G  =  Gq  den  Punkt  (^ ,  ??) ,  und  die  Kurve  G  =  Gq 
schließt  die  Kurve  G  =  G^'  ein,  wenn  0  ^  Gy  >  Gq'  ist. 
Daher  ist  auf  jeder  Kurve  G  =  Gq  die  Ableitung  der 
Green  sehen  Funktion  G  nach  der  inneren  Normale 
negativ. 

Wir  verstehen  unter  (Ij,  r]^)  und  (^2»  V2)  zwei  Punkte 
im  Innern  der  Fläche  J  und  betrachten  die  beiden  Green- 
schen  Funktionen 

\  G^ix,  y)=  G{x,y;   Ig,  V2) 

mit  den  Unstetigkeitsstellen  (Ij ,  t]^)  bzw.  (^o ,  ?/o) .  Wir 
beschreiben  um  den  Punkt  (l^j,  >;i)  einen  kleineu  Kreis  F^ 
vom  Eadius  q^  und  um  den  Punkt  (I2 ,  V2)  einen  kleinen 
Kreis  F^  vom  Radius  ^2-     ^^  "^^^  nicht  wissen,   ob   die 

Pf  fiC 

normalen  Ableitungen  -^  und  -^  auf  der  Randkurve  C 

cn  cn 

noch  stetig  sind,  so  führen  wir  die  innerhalb  C  gelegene 
Kurve  C"  mit  der  Gleichung 

ein,  wo  s^  eine  negative  Größe  darstellt.  Wenn  sich  ^j 
der  Grenze  Null  nähert,  nähert  sich  die  Kurve  C  der 
Kurve  C,  auf  welcher  öj  =  0  ist.  In  dem  Gebiete  J' 
innerhalb  der  Kurve  C  und  außerhalb  der  beiden  Kreise 
F^  und  F2  sind  die  Funktionen  ö,  und  G^  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  stetig, 
und  es  ist  AG^  =  0 ,    AGo  =  0 ;   daher  ist  nach  Formel  (6) 

wenn  das  Integral  über  die  Begrenzung  des  Gebietes  J' 
erstreckt  wird,  d.  h.  über  die  Kurve  C  in  positivem  und 
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Über  die  beiden  Kreise  F^  und  l^  in  negativem  Sinne, 
und  wenn  n  die  ins  Innere  von  J'  gerichtete  Normale 
bedeutet,  d.  h.  die  innere  Normale  von  C  und  die  äußere 
Normale  von  i^i   und  jT,  .     Es  ist  also 


(72) 


cn 


v 


«.^ 


A 


dn 


'  cn 


eo, 


Gl  ^r-^  —  6^2  '^ — 


ds. 


ds 


ds  , 


/i 


wo  sowohl  über  die  Kurve  C,  als  auch  über  die  Kreise 
Pj,  r^  in  positivem  Sinne  integriert  wird  und  unter  n 
die  innere  Normale  der  Kurve  C"  bzw.  der  Kreise  F^ 
und  7^2  zu  verstehen  ist. 

Die  Anwendung  der  Formel  (7)  auf  das  Gebiet   zwi- 
schen der  Kurve  C  und  dem  Kreise  F^  ergibt 


dGi 


c 


'dQi 
dn 


ds 


Nun  ist  aber,  wenn 


gesetzt  wird, 


Gl  ^91  +  log/i  , 


wo  gi  im  Kreise  F^  nebst  den  partiellen  Ableitungen  stetig 
ist  und  der  Differentialgleichung  Ag^  ^  0  genügt ;  daher  ist 


Ferner  ist 
'^logrj 


f^9i 
6n 


d8  =  0. 


cn 


ds  =  — 


2  71 

fd logri  ^  f^       jQ  o 

/  — 7^-^  ds  =  —     —'  Q  dt)  =  — 2 


316   Vn.  Abschnitt.  Randwertaufg.b.ellipt.  Differentialgleichungen. 
Demnach  hat  man 

\cn  dn     I 


ds  =  I  -TT^ds  = 


dn  I    cn 

und  entsprechend 


I   cn  j   ^'^ 


ds  =  j  ^r-^  ds  =  —2  71  . 
cn  J   cn 

c"  r^ 

Da  die  Funktion  G^  auf  der  Kurve  C  den  konstan- 
ten Wert  £i  annimmt,  so  ist 

fr^dG^^  fdG. 

I  Gl  -T^  ds  =  e^  I  -x-^  ds  =  —  2  .T  fj  ; 


cn 


dn 


dG, 


c 


da  ^TT-^   auf  0'  stets   negativ   ist,   so   ist,    wenn   e^   den 

cn 

Maximalwert  von  |  Og  I  auf  der  Kurve  C '  darstellt, 


G^'S^ds 

cn 


ds 


Cn 


2  nsc 


c  c 

Mit  El  nähert  sich  auch  «g  der  Grenze  Null;  denn  auf  der 
Kurve  G ,  welcher  sich  die  Kurve  C"  mit  verschwinden- 
dem £y  nähert,  ist  auch  G^  gleich  NuU.  Da  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  (72)  von  e^  nicht  abhängig  ist,  so 
muß  das  Integral  auf  der  linken  Seite,  welches,  wie  wir 
gesehen  haben,  mit  e^  unendlich  klein  wird,  genau  gleich 
Null  sein;  es  ist  also 


(73) 


G,^-G,i^]ds 
cn  cn 


0. 


Ferner  ist,  wenn  man  auf  dem  Kreise  F^  (für  ri  =  Qi) 

cGi  ^  c^  _  1^ 
cn         dn        r, 


setzt, 


Gi  =  9i  +  logri , 

SG, 

'[Gi 


/-r 2 

""1^ 

cn 


G/-^]ds 
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Da  im  Kreise  I\  die  Funktionen  g^  und  ög  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  stetig  sind  und  den  Differential- 
gleichungen zi  01  =  0 ,    AG2  =  0  genügen,  so  ist 

on  ein  / 

A 
und 

ds  =  0  ; 


dn 

Ä 
also  hat  man 

Entsprechend  findet  man 

Die  rechta  Seite  der  Gleichung  (72),  welche  den  Wert 

-—    G2ds  +  -    G^ds 

A  A 

hat,  weicht,  wenn  o^  und  ^3  sehr  klein  angenommen  wer- 
den, von 

2jr  2.T: 

- ^  [(^2 (fi ,Vi)-Qid&  +  -  IgA^2  ,  %) '  Q2  d^ 
iiij  Q2  ' 

0  0 

=  -2  7zG,{^„,j,)-^2  7iG,{^,,7^,) 

nur  wenig  ab.  Da  die  rechte  Seite  von  (72)  unabhängig 
von  der  Wahl  der  Eadien  q^  und  02  geich  Null  sein  muß, 
so  ist 

—  2jiG^  dl ,  /;i)  +  2  TT  öida  ,  7]^)  =  0 
oder 

<?2(^^J    Vl)  =  ^1(^2  >    >/2) 

oder  ausführlicher  geschrieben 

(75)  ö(|, ,  r]^ ;  ^^3  ,  ^o)  =  ö (^2 ,  7^2 ;  li ,  Vi)  • 
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Wir  haben  also  den  Satz: 

Die  Greensche  Funktion  G{x,  y\  ^,  rf)  bleibt 
ungeändert,  wenn  man  die  beiden  innerhalb  der 
Eandkurve  G  gelegenen  Punkte  (x,  y)  und  (|^,  ?;) 
vertauscht. 


§  58.     Die  Ditferentialgleichimg  Au  +  2rrr/(i3c,  ^)  =  0. 

In  der  Differentialgleichung 

(76)  Au  +  2n(p{x,y)  =  0 

sei  q){x,  y)  eine  gegebene  Funktion  von  x,  y,  welche  im 
Gebiet  J  mit  Einschluß  der  Begrenzung  C  endlich  und 
stetig  ist.  Wir  nehmen  an,  es  sei  eine  Lösung  u{x,  y)  der 
Differentialgleichung  (76)  vorhanden,  welche  im  Gebiet  J 
nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ord- 
nung stetig  ist  und  auf  der  Randkurve  C  verschwindet. 

Wir  verstehen  unter  (|,  rf)  einen  Punkt  im  Innern 
des  Gebietes  J  und  bezeichnen  mit  G{x,  y  ;  |,  /;)  die  oben 
definierte  Greensche  Funktion  von  Au.  Wir  umgeben 
den  Punkt  (|,  i])  mit  einem  kleinen  Kreis  r"  vom  Radius  o 
und  bezeichnen  mit  J'  denjenigen  Teil  des  Gebietes  J, 
welcher  außerhalb  des  ELreises  F  liegt ;  die  Begrenzung  des 
Gebietes  J'  besteht  aus  der  im  positiven  Sinne  durch- 
laufenen Kurve  G  und  der  im  negativen  Sinne  durch- 
laufenen Kreisperipherie  F. 

Die  auf  das  Gebiet  J'  angewandte  Greensche  Formel  (5) 
schreibt  sich 


(") 


Ih 


{v  Au  —  uAv)dxdy 

f(     cv  <^w\,  i(     ^^  '^^'\J 

=  /  % V  - —  ]  ds  —  l\u r  - —  ds  , 

j  \    dn  cnj  j  \    cn  cn, 

c  r 


wo  das  letzte  Integral  über  die  Kreisperipherie  F  mit  dem 
Bogenelement  ds  =  nd&  im  positiven  Sinne  zu  erstrecken 
ist,  während  n  die  ins  Innere  des  Gebietes  J'  gerichtete 
Normale,  also  die  äußere  Normale  des  Kreises  F  darstellt. 
Nachträglich  gehen  wir,  indem  wir  p  unendlich  klein 
werden  lassen,  zum  Gebiet  J  über.    Wir  setzen  für  n  die 


§  DP.     Die  Ditlerentialgleichung  ^u  +  'l:iq'\x,  t/)  =  u .     iJ19 

oben  als  vorhanden  vorausojesetzte  Lösung  der  Differential- 
gleichung (71))  und  für  v  die  Greensche  Funktion 

(78)  G{x,y;  ^ ,  rj)  =  g -\- \ogr  . 

Das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (77)  verschwindet,  da  u  und  G  auf  der  Kurve  C 
verschwinden;  das  zweite  Integral  nimmt,  da  für  einen 
Punkt  auf  der  Peripherie  F  r  =  q  und 

clogr  _  dlogr  _  1  _  1 
cn  dr  r        Q 

ißt,  die  Form  an: 

[u~^ G  - — ]ds 

cn  Cn) 

r 
f(cg  cw\  ,          f(u       ,         ^w\  , 

J  \    cn       ^  cn)  J  \o  ^^  dn)       ' 

r  r 

wenn  q  und  damit  der  Integrationsweg  F  unendlich  klein 
wird,  verschwindet  das  erste  Teüintegral,  da  die  zu  inte- 
grierende Funktion  endlich  ist;  das  zweite  Teilintegral  ist 

—  2.-Tw(|,  j;)  +  logQ    -T^ds  =  — 2.Tw(|,  ?;)  , 
J  cn 

da 

'^cu 


ds  =  0 

cn 

ist.     Die  rechte  Seite   der  Gleichung  (77)   geht  demnach 
für  lim  Q  =  0  in 

-27Tu{^,  ri) 
über. 

Die  linke  Seite  von  (77)  schreibt  sich  wegen  v  =  G, 
Jr=0,    Ju  =  —2jiq): 

—  27i\\(p{x,  y)G{x,y;  ^,i])dxdy; 

sie  geht  für  lim^  ==  0  in 

—  27ijj(p{x,  y)G{x,y;  |,  i))dxdy 
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Über;  denn  das  über  die  von  dem  Kreise  F  begrenzte 
Fläche  j  erstreckte  Integral 

\\<p{x,  y)G{x,y;  |,  rj)dxdy 

y 

=jj(p{x,  y)gdxdy  +ljfp{x,  y)\ogrdxdy 

verschwindet  mit  verschwindendem  q  .  Wenn  wir  nämlich 
auf  Grund  der  Formeln 

X  =  i  -{-  r  cos??  ,     y  =  r]  -\-  r  sini? 

im  Innern  der  Fläche  j  Polarkoordinaten  r ,  &  einführen 
und  das  Flächenelement  dxdy  durch  das  Flächenelement 
rdrdd^  ersetzen,  wird 


fj(p{x,y)logrdxdy 
idd-\(p{^  +  rcos«?,  )]  +  rsini?)rlogrdr  ; 


2.-1  Q 


da 

limrlogr  =  0 

r  =  0 

ist,   verschwindet  das  Integral    mit  verschwindendem   q  ; 
dasselbe  gilt  für 

jjcpgdxdy  , 
j 
da  die  Funktion  (pg  in  der  Fläche  j  endlich  bleibt. 
Es  ist  demnach 

(79)  w(|,  r])=jJG{x,y',  ^,t])(p{x,  y)dxdy 

oder,   da  die  Funktion  G  in  bezug  auf  die  Punkte  x,  y 
und  I ,  >;  symmetrisch  ist, 

(80)  u{x,  y)  =jJG{x,  y  ;  i,  >;)<^(sS  f])d^d)j  . 

j 

Wenn  eine  auf  der  Kurve  C  verschwindende 
und  im  Gebiete  J  nebst  ihren  partiellen  Ablei- 
tungen erster  und  zweiter  Ordnung  stetige  Lösung 


«?  ')H.     Die  Diirerontialgleiclmng  .(«  +  2  .t  7  (x ,  //)  =  0.      ;521 


u{x,  y)  der  Differentialgleichung  (76)  vorbanden  ist, 
so  wird  sie  durch  die  Formel  (80)  dargestellt. 

Wir  haben  bereits  gesehen,  daß  das  Doppelintegral  (80) 
einen  Sinn  hat.  Da  die  Funktion  G{x,y',  ^,i])  für  die 
Punkte  {x,  ?/)  der  llandkurve  C  verschwindet,  so  gilt  das 
gUüclie  für  die  durch  die  Formel  (80)  dargestellte  Funk- 
tion u{x,  y) .  Wir  zeigen  jetzt,  daß  die  Funktion  (80) 
wirklich  der  Differentialgleichung  (76) 

Jii  ^-  -2ncf{x,  y) 

genügt,  wenn  die  Funktion  q{x,y)  stetige  partielle 

Ableitungen  erster  Ordnung    J-    und  -1^  hat. 

ex  c  y 

Da 

0(07,  y  ;  I,  v)  =  9{x,  V ',  ^ ,  >])  -  log-- 


ist,  so  setzen  wir 
u  =  V 


(81) 


w 


^  =  \\g{x,y;  i,.v)(p{^,  v)(^^^>] , 


W  =       q{^,  t])\og      d^d>] 


Da  die  Funktion  g  von  x,  y  der  Differentialgleicliung 
Jg  =  0  genügt,  so  ist  auch  Jv==0.  Es  bleibt  noch  die 
Funktion  w  zu  untersuchen,  welche,  wie  beiläufig  bemerkt 
sein  möge,  als  logarithmisches  Potential  einer  Belegung 
der  Fläche  J  mit  der  Dichtigkeit  (p{^,  t])  betrachtet 
werden  kann. 
Es  ist 

1 


cw 
ex 


clOg 


95  (^j  >;) 


ex 


d^d)]  , 


falls   dieses  Integral   einen   Sinn    hat.     Führt    man    unter 
Anwendung  der  Formeln 

I  =^  a;  +  '■  cos  0  ,     >]  =  y  -r  >'  sin  0 

Horu,  PaitieUH  Dift'eientialgleiL'hiingen.  21 
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Polarkoordinaten  r,  d  ein  und  beachtet  man,  daß 


er 

X 

-f 

ex 

r      ' 

clog- 

1  er 

^-x 

___ — „- 

=^ 

-—  __ 

tx 

r   ( X 

y2 

ist,  so  erhält  man  für  - —  das  Integral 

/  /  *•  COS  Ö 

Uffix  -\-  Y  cos  (9 ,  7/  +  »"  sin  t/)  •  — rdrH  t) 

y 

=  lf(p{x  +  rcosd,  y  +  r sind) coBd drdd  , 
welches  offenbar  einen  Sinn  hat.     Wegen 


er 

er 

ex 

e^ 

kann 

man 

auch 

schreiben : 

(82) 

ex 

=-/];«■ 

-;) 

flog 

1 

r 

e  ^ 

Um  diesen  Ausdruck  umzuformen,   benutzen  wir  die 
Formel 

(83)    Ilü~~did7]  =  -jüVcoMn,  x)ds  -j  JV  '^^dH'j  ; 

j  c  'f 

hierbei  sind  ü  und  V  im  Gebiet  J  stetige  Funktionen 
von  ^,  1]  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ord- 
nung; ds  ist  ein  Bogenelement  der  Randkurve  C  und  (n,  x) 
der  Winkel,  welchen  die  ins  Innere  der  Fläebe  J  gerichtete 
Normale  von  G  mit  der  a?-Achse  einschließt.  Zum  Beweis 
setzen  wir  P  =  UV  in  der  in  ij  28  vorkommenden  Formel 


j\~dH^)  =  \Pd>r, 
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wir  erhalten  so 

J  c 

setzt  man  darin  wie  in  §  50 

dt]  =-  —dsco3{n,  x)  , 

so  hat  man  die  Formel  (83). 
Wenn  man  in  (83) 

selzl,  erhält  man  folgende  Umformung  des  Ausdrucks  (82): 
dw 


(84) 


dw        I  1 

-^  =  /'P(^%  »/)log-cos(w,  x)ds 


+  ,l^^losUlä„ 


Hieraus  ergibt  sich,  indem  man  partiell  nach  x  differentiiert 
und  die  Gleichung 

clog—  flog 


beachtet : 


ox 


c| 


(85) 


.    c  log  — 
T-T  =  —  rP  — ^ —  cos(m  ,  x)  ds 


C'X 


cf 


,clog 


r    ccp 


^Vddiert  man  hierzu  den  entsprechenden  Ausdruck  für  -^^— ^ 
und  berücksichtigt  man,  daß  ^  ^ 

.,1.-1  .,1 

clog —        clog —  clog  — 

♦*  r  r 

^ =  ;^^r —  COS(w  ,  X)  -\ — COS(w  ,   v) 

cn  c  ^  \    j    /  f  j^  V    7  .// 

21* 
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ist,  SO  erhält  man 

1 


(86) 


Aw  = 


d^dij 


Zur    Umformung    des    in    (8G)    enthaltenen    Doppel- 
integrals wenden  wir  die  Formel  (H)  in  §  50 


cü  cV   ,    cC7c7,^., 

-^-^^  +  -^ ^^  di  d)j 


=  -    U^ds- 
J      cn 

c  J 


fl 


UAVd^d}]  , 


indem  wir 


ü  =  (p,       V  =  log- 


setzen,  auf  das  Gebiet  J'  an,  welches  übrigbleibt,  wenn 
man  aus  dem  Gebiet  J  einen  kloinen  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkt  (x,  y)  und  dem  Radius  ^,  dessen  Peripherie  7' 
heißen  möge,  ausscheidet.     Es  ergibt  sich  so 


(87) 


flog 


r    ccp 


flog 


ff        ff 


+ 


r    c  cp 


^1 


didtj 


..      1  ..      1 

clog-  ,    flog- 

1' 


cn 


(,  J]og—d$dtj  ; 
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im  zweiten  Integral  der  rechten  Seite  ist  w  die  äußere 
Normale  des  Kreises  /'  (d.  h,  die  ins  Innere  von  J'  ge- 
lichlete  Normale).     Wegen 

1 


ist 


^'»g7  =  U>^+vi'"'^7-0 


^Alog—didt]  ==  0 


Auf  dem  Kreis  F  ist 


flog 


cn 


dlog 
dr 


und 


sowie 


^  =  a?  +  o  cos»9  ,     }^  =  y  -\-  Q sin?? 
ds  ==r  Q  dd  \ 


also  haben  wir 
1 


cilog 


2.1 


(p 


cn 


ds  =  —   (p{x  -\-  Q  cos »V ,  y  -\-  Q  sin??)  dd 


und 


cMog 


=  0  /  f> 


lim 

0 


n 


ds  =  —2  TT  (p{a;,  y) 


Für  liniß  =  0  erhält  man  aus  (87) 


(88) 


6  log 


r    c(p 


clog 


ti        ^1 


+ 


r    ccp 


c  1]       c  ); 


d$di] 


6  log 


1 


(p 


cn 


—  ds  —  2  7i(p{cp,  y)  . 
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Durch  Einsetzung  dieses  Wertes  in  (86)  ergibt  sich 

(89)  Aw  =  2jifr{oo,  y)  . 

Da  ii  ^  V  —  IV  und  Av  =  0  ist,  so  haben  wir  (76 j 

Au  =  —2  rr (p{x ,  y)  , 
w.  z.  b.  w. 

§  59.    Eigenwerte  uiid  Eigenfimktionen  der  Differeutial- 
gleiehung  Au  -\-  ).h  =  0 . 

Wir  betrachten  zunächst  die  Differentialgleichung 

(90)  Au-{-?.u  =  f{x,  y), 

wo  f{x,  y)  eine  im  Gebiet  J  stetige  Funktion  mit  stetigen 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  darstellt.  Wir  suchen 
ein  Integral  u  dieser  Differentialgleichung,  welches  im 
Gebiet  J  nebst  seinen  partiellen  Ableitungen  erster  und 
zweiter  Ordnung  stetig  ist  und  auf  der  Eandkurve  C  ver- 
schwindet. 

Ist  ein  solches  Integral  u  vorhanden,  so  wird  es  durch 
die  Formel 

(91)  u  =  -^      G{x,y;i,  v)  (-/«(l,  »;) -i-/"(l,  >;))  ^/^^(?'/ 

j 

dargestellt,  welche  aus  (80)  dadurch  hervorgeht,  daß  man 
~2  7Xfp{x,y)  durch  —/.u{x,y)-\-f{x,y)  ersetzt.  Setzt 
man 

(92)  K{x,y;^,i])  =  —G{x,y;^,i]) 
und 


Lj} 


(93)       g{x,  y)  =  -7^\\G{x,  y  ;  $,  »;)/"(|,  v)<?s^<?';  , 


so   geht   die  Gleichung  (91)    in    die  zur  Bestimmuug   von 
v{x,  y)  dienende  Fredholmsche  Integralgleichung 

(94)    u (.r  ,  y)  —  }.\\K{x,  y  ;  | ,  )])  u {i  ,  >])  d |  dt)  =  gix  ,  y) 
mit  dem  Kern  (92)  über. 
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T3er  Kern  K  ist  für  alle  dem  Gebiet  J  angehöri^on, 
von  (I,  >/)  verschiedeueii  Punkte  {x ,  y)  stetig;  er  wird  im 
Punkt  (I,  >y)  so  unendlich,  daß 

stetig  ist.  Da  demnach  die  Ordnung  des  Unendlich werdens 
kleiner  als  1  ist,  kann  die  im  V.  Abschnitt  entwickelte 
Theorie  mit  der  in  §  38  angegebenen  Abänderung  an- 
gewandt werden.  Wir  bezeichnen  den  Punkt  (x,  y)  mit  s, 
den  Punkt  (| ,  /;)  mit  t ;  wir  definieren  die  Determinante 
D(A)  des  Kernes  K  durch  die  Formel  (5),  die  Unterdeter- 
minante 

D{X;  s,  t)  =  D{?.;x,y;  |,  ,/) 

durch  die  Formel  (G)  *),  die  Eeihenkoeffizienten  A,,  und 
A„{s ,  I)  durch  die  Formeln  (52)  und  (53),  wo  unter  r, , 
.  .  .,  r„  die  der  Fläche  J  angehörigen  Punkte  (^j ,  ij^) ,  . .  . , 
(|„,  )]„) ,  unter  di\,  ...,  dr«  die  Elemente  d^^di]^,  ..., 
d^,tdt]n  der  Fläche  J  zu  verstehen  sind,  so  daß  Ä^  und 
-^nis ,  0  jetzt  durch  2M-fache  Integrale  dargestellt  werden. 
Die  lösende  Funktion 

K(a;  s,t)  =  K{k;  X,  y;  i,  ij) 

wird  durch  die  Formel  (8)  *)  definiert.  Ist  !>(/)  von  Null 
verschieden,  so  hat  die  Integralgleichung  (94)  die  einzige 
Lösung 

(95)     u{x,  y)  =  g{x,  y)-f ///K(/;  x ,  y  ;  $,  )])g{^,  r])d^di]  . 


Wegen  der  xVbgeschlossenheit  des  Kerns  K{x,  y  -,  ^  7]) , 
die  sich  wie  in  §  45  ergibt,  besitzt  D{/.)  unendlich  viele 
Nullstellen  /„ ,  welche  sämtlich  reell  sind;  jedem  Eigen- 
wert /„  entspricht  eine  Eigenfunktion  »/'„(a;,  y)  des  Kerns, 
welche  der  Gleichung 

(96)         v'n {x,  y)  =  X„lJE{x,  y;  ^,  »/)  v'„ {i ,  v) ^^^i] 


*)  Abschnitt  V. 
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genügt.  Wir  denken  uns  die  Eigenfunktionen  so  nor- 
miert, daß 

f  iliy'ni^,  y)Ydxdy  =  1  , 

(97)  I    -•       '■'' 

II  'i'ni^ ,  y)  'l'n'ioc ,  y)dxdy  ^0        (n  ^  n) 
^ '/ 
ist. 

Setzt  man  die  Funktion  f{x,  y)  gleich  Js^ull,  so  geht 
die  Differentialgleichung  (90)  über  in 

(B)  Au  +  Xu  =  {)  ; 

die  Funktion  g{x ,  y)  verschwindet  ebenfalls,  und  an  die 
Stelle  von  (94)  tritt  die  Integralgleichung 

(98)  u{x ,  y)  —  l\\K{x ,  y  \  'i  ,  v)  w(^" »  '/)  d'^di]  =  0  , 

y 

welche,  wenn  für  /  ein  Eigenwert  A„  des  KernCvS  A'  ge- 
setzt wird,  durch  die  zugehörige  Eigenfuiiktioa  u  =  '/'«(■''' .'/) 
befriedigt  wird.  Die  Eigenwerte  /.„  und  die  Eigenfunk- 
tionen y'n{x ,  y)  des  Kerns  K  bezeichnen  wir  auch  als  Eigen- 
werte bzw.  Eigenfunktionen  der  Differentialgleichung  (B). 
Die  Werte  /„  werden  auch  als  aiLsgezeichnete  Werte,  die 
ij'ui'V ,  y)  fils  ausgezeichnete  Lösungen  oder  Xormalfunk- 
tionen  bezeichnet. 

Die  Gleichung  (8) 


ds 


geht,  wenn  man  für  u  die  auf  der  Kandkurve  C  ver- 
schwindende, zum  Eigenwert  /„  gehörige  normierte  Eigen- 
funktion y'n{x ,  y)  setzt,  unter  Berücksichtigung  der  Glei- 
cliungen 

—  "J'/'n  =  ^'■n  <l'n  ? 


Iji^'ldxdy  =  1 


über  in 

(99)  /,.  = 


ex 


<•  V',. 


dxdy  ; 
d.  h.  alle  Eigenwerte  /„  sind  positiv. 
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Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 
Die  Dif ferentialgleichunj-' 

(H)  Jw  +  /w-=() 

besitzt  dann  und  nnr  dann,  wenn  für  /  einer  der 
uneudlicli  vielen  reellen  positiven  Eigenwerte  /„ 
gesetzt  wird,  eine  Lösung  u  =  y'n{x ,  y) ,  welche  auf 
der  Kurve  C  verschwindet  und  im  Innern  der- 
selben nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  stetig  ist. 

Wie  in  §  45  ergibt  sich  der  weitere  Satz: 
Jede  Funktion  f{x,y),  welche  im  Gebiet  >] 
nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  und 
zweiter  Ordnung  stetig  ist  und  längs  der  Eand- 
kurvc  G  verschwindet,  läßt  sich  in  eine  absolut 
und  gleichmäßig  konvergente  Reihe 


(100) 


/■(•^- ,  y) 


'2^Cnlj'n{x,   y)  , 


Cn  =^jlf{«!,  y)>l'n{x,  y)dxdy 


entwickeln,  welche  nach  den  Eigenfuukl  ionen 
'/'n{^»  ?/)  *^Gv  Differentialgleichung  (B)  fortschreitet. 
Wie  in  §  46  läßt  sich  die  lösende  Funktion  K(/;  x,y',  |, //) 
als  Greensche  Funktion  des  Differentialausdrucks  Au-\-/.u 
auffassen. 


|5  (10.     Die  Differentialgleichung    I//+ A/.'(üc,  //)  ff  =  0 

>>0). 

Ähnlich    wie    die  Gleichung  (90)   läßt   sich   die   Diffe- 
rentialgleichung 

(101)  Au  +  Xkix,  y)u=f{x,  y) 

behandeln,  wo  lc{x ,  y)  eine  im  Gebiet  J  positive  Funk- 
tion darstellt. 

Ein   längs   C   verschwindendes   Integral  u   von    (101) 
geniigt  der  Gleichung 
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welche  .sich  unter  Benulzung  der  Bezeichnung-  (92)  und  (03) 
als  Integralgleichung 

(102)    u{x,y)-ÄllK{x,y;^,i])k{i,yi)ii{^,)j)did)]  ^g[x,y) 
j" 

mit  dem  unsymmetrischen  Kern 

K{x,  2/;  I,  >/)fe(|,  >/) 
schreiben  läßt.     Setzt  man 


(103)  '  ^^* '  ^^  ""  '^^^'  ^^^ '  ^^^^ '  ^^  ' 


g{x,  y)  =  g{x,y)  •]'*;(«,  y) 
und 


(104) 


K{x,  y;  ^,  7])  -  K{x,  y;  $,  ^])]1c{x,  y)]"k{^,  i]) 


=  ^-  ö(a? ,  2/ ;  sS  7])  Pix  ,  y)  iM^ ,  ifj  , 


so  geht  die  Gleichung  (102)  in  die  Integralgleichung 

(105)     ü{x,  y)-A\\K{x,  y;  i,  v)«<(l,  ifjä^ äi]  =g{x ,  y) 
'f 

mit  dem  symmetrischen  Kern 

^(a? ,  y,  ^,  v) 

über.  Die  Eigenwerte  dieses  symmetrischen  Kerns  sin«! 
sämtlich  reell;  sie  sind  in  unendlicher  Anzahl  vorhanden, 
da  der  Kern  K  abgeschlossen  ist.  Wäre  nämlich  eine 
nicht  identisch  verschwindende  Funktion  7  (^ ,  )j)  vor- 
handen, welche  der  Gleichung 

jfE{x  ,  y  ;  I ,  »/)  ri^  j  '/)  ä^di]  =  0 
y 

genügt,  so  wäre  wegen  (104) 

Il0{x,  y;  ^,  1])  ]'k  (^  ,  >/)  q{^  ,  ;;)  d^d^j  ^0  , 
j' 

d.  h.  die  Gleichung 

jjO{x  ,  y,  ^,  )j)  (p{i  ,  ))) d^d)]  =  0 


§60.    Die  DiironMili.-ilK'loichuii;;    I«  4-  /.  k{.r,  y)  n  =  0  (k  >  0)  .      X\\ 
wüide  durch  die  nicht  ideutisch  verschwindende  Funktion 

befriedigt,    was    wegen    der  Abgeschlossenheit    des  Kerns 
G{x,  y ',  ^,  ij)  nicht  möglich  ist. 

Jedem  der  unendlich  vielen  reellen  Eigenwerte  /„  ent- 
spricht eine  Eigenfunlction  v^„(a!,  y)  des  Kerns  K,  welche 
der  Gleichung 

(106)  y<n{x ,  y)  =-  4///i'(a? ,  y  ;  ^ ,  i])  v'„(f ,  y)  didi] 

y 

genügt;  die  Funktion 

(107)  y>A^,y)     ^'"^^'2/) 


/hix,  y) 
genügt  also  der  Gleichung 

(108)    v'n(« >  y)  =  K ll^i^ ,  y;  ^,  v) ^(^' »  '/) Vni^ > »/) ä^di] . 
y 

Die  Differentialgleichung 

(C)  Au-\-X'k{x,  y)u  =  Q 

wird  für  A  =  /„  durch  die  längs  der  Kandkurve  G  ver- 
schwindende Funktion  u  = -ipni^  ^  y)  befriedigt.  Die  Ee- 
lationen,  welche  von  den  Funktionen  y>n{^ ,  y)  erfüllt 
werden,  gehen  über  in 


(109) 


jliy'ni^,  y))'^{x,  y)dxdy  =  i , 
Ify'nioo ,  y) y^'n-{je ,  y)Tc{x,  y)dxdy  =  0        (n  4=  n') 


Auch  jetzt  gilt  die  Formel  (99),  so  daß  sämtliche  Eigen- 
werte A„  positiv  sind. 

Die  Differentialgleichung 
(C)  Au  -{-  XTcix ,  y)  u  =  0  , 

wo  Tc{x ,  y)  in  dem  von  der  Kurve  G  begrenzten  Ge- 
biet J  positiv  ist,  besitzt  dann  und  nur  dann, 
wenn  l  einer  der  unendlich  vielen  Eigenwerte  A« 
ist,  die  sämtlich  reell  und  positiv  sind,  eine  auf 
der  Kurve  G  verschwindende,  im  Gebiet  J  nebst 
den  partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ord- 
nung stetige  Lösung  w  =  ?/;„(;»,  y) . 
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Ist  die  Funktion  f  {x ,  y)  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen erster  und  zweiter  Ordnung  in  J  sielig  und  auf 
G  gleich  Null,    so  läßt   sie  sich   nach   §  58    auf   die   Form 

fix,  y)=ll(^{x,  2/;  I,  'y)r{lj  r^)ä^di) 
j 

bringen,    wo    7(1,)/)    eine    sletiiic    Funktion    ist.      Nach 
(104)  ist 

fix,  y).=  fix,  y)]'icix,  y) 

j  im^v) 

Nach  §  42  gilt  also  die  Reihenentwicklung 


(110) 
oder 

(111)    { 


fix,  y)  =-^CnV'nix,  y) , 

n  =  l 
Cn=-\\fix,   y)rnix,    y)ä!l 

y 

fix,  y)=^c„ipnix,  y) , 

n  =  l 

Cn  =jjfix ,  y)  rnix  ,  y)  Icix,  y)  dx  dy  *). 


*)  Es  sei  verwiesen  auf  Pockels,  Über  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung A  n  +  k'  u  =  0  und  deren  Auftreten  in  der 
mathematischen  Physik  (Leipzig  1891).  soweit  es  sich  mn  ältere 
Untersuchungen  handelt,  sowie  auf  Enzyklopädie  II  A,  7  c.  wo 
über  die  Untersuchungen  von  .Schwarz,  Picard  und  Poincarö 
über  die  Differentialgleichung  .\u  +  /.ku  =  0  berichtet  wird. 

Die  Dillerentialgleicliung  lu  +  }.  k(x ,  y)  n  =^  0  ,  in  welcher 
die  Funktion  k(x .  y)  nicht  beständig  positiv  ist,  behandelt 
Sanielevici  (Ann.  de  l'Ec.  norm.  1909):  v;i:l.  auch  Mason  (Joimi. 
de  Mathöm.  1904),  Hubert  (Göttinger  Nachr.  1906.  S.  478  tf.). 

Randwertaufgaben  fiir  allgemeinere  elliptische  Dilferential- 
gleichungeu  sind  behandelt  von  Picard  (vgl.  Enzvklopädie  IIA,  7c: 
Act.  math.,  Bd.  25:  Palermo  Kendiconti.  Bd.  22),  Hubert  (Göt- 
tinger Nachr.  1904,,  S.  234  it'.). 


VIII.  Abschnitt. 

Partielle  Differentialgleieluingeii 
der  Physik.*) 

?;  61.     Lineare  Wärmeleitung";  hegrenzter  Körper. 

Die  Differentialgleichung  der  Wärmeleitung  lautet, 
wenn  die  Temperatur  u  außer  von  der  Zeit  t  nur  von 
einer  Koordinate  x  abhängt, 


du         „  d^u 
et  c 

wo  a-  eine  Konstante  darstellt* 


et  c  x^ 


*)  Zum  eingehenderen  Studium  sei  verwiesen  auf  das  Werk : 
„Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik. 
Nach  Riemanns  Vorlesungen  in  4.  Auflage  neu  bearbeitet  von 
Heinrich  Weber.  2  Bände.  Braunschweig  lüOO/l."  Hier  be- 
gnügen wir  uns  mit  der  Lösung  einiger  physikalischer  Differential- 
gleichungen .  wobei  wir  die  in  den  Abschnitten  IV — VII  darge- 
stellten mathematischen  Methoden  benutzen  und  nach  Bedarf  er- 
gänzen; in  betreff  der  Herleitung  der  Differentialgleicliungen  ver- 
weisen wir  auf  das  genannte  Werk. 

**)  Es  ist 

CO  ' 

wo  k  die  Wärmeleitfähigkeit,  c  die  spezifische  Wärme  und  o  die 
Dichtigkeit  darstellt. 

Vgl.  Eieraann-Weber,  Band  II,  2.  Buch.  —  Poincare, 
Theorie  analytique  de  la  propagation  de  la  chaleur  (Paris  1895).  — 
Carslaw,  Introduction  to  the  theory  of  Fouriers  series  and  inte- 
grals  and  the  mathematical  theorv  of  the  conduction  of  heat 
(London  190G). 

Als  Begründer  der  mathematischen  Theorie  der  Wärmelei- 
iung  ist  Fourier  zu  nennen  (Theorie  analvtique  de  la  chaleur, 
Paris  1822). 

Es  sei  auch  verwiesen  auf  Enzvklopädie  der  math.  Wiss., 
Bd.  VI,  4  (Hobson). 

Die  in  §§  61 — 64  vorkommenden,  der  Theorie  der  Wärme- 
leitung  angehörenden  partiellen  Differentialgleichungen  sind  von 
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Wir  betrachten  einen  Körper,  welcher  von  zwei  zur 
aj-Achse  senkrechten  Ebenen  a;  =  0  und  x  =  l  begrenzt 
wird,  sich  aber  im  übrigen  ins  Unendliche  erstreckt.  Zur 
Zeit  t  sei  die  Temperatur  u  als  Funktion  von  x  gegeben; 
die  beiden  Endflächen  x  =  0  und  x  =  l  sollen  beständig 
auf  der  Temperatur  0  erhalten  werden. 

Wir  haben  eine  Funktion  u  von  t  und  x  zu  be- 
stimmen, welche  der  Differentialgleichung  (A)  ge- 
nügt und  außerdem  die  Bedingungen  erfüllt: 

(1)  u  =  f{x)     für     <=-0, 

(2)  u  =  0     für     X  ^  0     und  für     x  =  l  . 

Der  Ausdruck 

(3)  w  =  e-«=^<v 

genügt  der  Gleichung  (A),  wenn  v  eine  Funktion  von  x 
ist,  welche  die  Differentialgleichung 

(4)  ä^^+'-'  =  '> 

befriedigt.  Damit  der  Ausdruck  (3)  die  Bedingungen  (2) 
erfüllt,  muß  v  für  x  =  0  und  für  x  =  l  verschwinden 
(Beispiel  in  §  46).     Die  für  a;  =  0  verschwindende  Lösung 

V  =  sin(]1a;) 

verschwindet  für  x  =  l  nur  dann,  wenn  sin(]/Z)  =  0,  also 

(5)  /  =  ;„^^  (n  =  l,2,3,...) 


parabolischem  Typus.  Die  mathematische  Theorie  der  para- 
bolischen Differentialgleichungen  ist  (soweit  es  sich  nicht 
um  Fragen  handelt,  die  unmittelbar  durch  physikalische  Aufgaben 
veranlaßt  sind)  noch  wenig  entwickelt:  wir  begnügen  uns,  auf 
die   folgenden   neueren  Arbeiten   über  die  Differentialgleichungen 

c-z         cz  c-z         iz 

--^T  —  r.-  =  0      und      -^r-v  —  3—  =  /  l-t?  !/) 

ex-       cy  ex-       cy 

hin/.uweisen:  Volterra.  Le(,^ons  sur  l'int^gration  des  equations 
diff^rentielles  aux  derivees  partielles  professees  ä  Stockholm 
(Upsala  1906),  S.  62ff.:  Ilolmgreu  (Arkiv  f.  Mat..  Bd.  3);  E.E.  Levi 
(Acc.  dei  Lincei,  Rendicouti  1907  II:  Annali  di  Matematica,  Serie  3, 
Bd.  14). 


«?  (il.     Ijiiican'  Wilriiifleitung;  bc^Tenzler  Körper.         ,'535 


ist.     Dem  Eigenwert  /„  entspricht  die  Eigenfunktion 


(6) 

(p„{x)  -  sin      ^      . 

Die  Reihe 

u=/^c„e-''"-^"'(pnix) 

(7) 

n  =  l 

\i       n--^ '   •    w TT a; 

n  =  1 

stellt  (zunäclist  formal)  eine  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (A)  dar,  welche  die  Bedingungen  (2)  er- 
füllt; damit  auch  die  Bedingung  (1)  (formal)  erfüllt  wird, 
muß 


(8) 


sein. 


fix)  =  ^  Cn  sin  — ^  , 

n  =  l 

l 

2  ['  riTix 

c„  =  y  /  f{x)  Sin  — —  dx 


Wir  setzen  t{x)  als  (stetige  oder  abteilungsweise  stetige) 
Funktion  von  beschränkter  Schwankung  im  Intervall  o;  =  0 
...  Z  voraus.  Dann  ist  die  Fouriersche  Reihe  (8)  für 
Q^xs^l  konvergent  und  stellt  die  Funktion  f{x)  dar  (;^  49). 
Es  ist 

1        .     nnx 


<?„  sin 


l 


<G, 


wo  G  eine  von  n  unabhängige  positive  Konstante  dar- 
stellt. Ist  ^0  Gine  beliebig  kleine  positive  Größe,  so  ist 
für  t  >  to 

I  n-.-i-a-  [  n-7i-a-  . 

I  Cn  e      '       sin  — - —  \  <  G  e       '        ; 
I  ^      I 

wegen  der  Konvergenz  der  Reihe 

n  =  l 

ist  die  Reihe  (7)  für  t  >  /,,  und  für  0  ^  x  ^l  gleichmäßig 
konvergent. 
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Die  durch  gliedweise  Differentiation  der  Reihe  (7)  er- 
haltenen Eeihen 

9     9       °°  n-n^a^t 

/Qx            <^w              -"^  a     >r;»  -  —j^ —   .     n:ix 

w)  -TTT  = IV-  J>.  ^  ^n  e        '      Sin  — -—  , 


et  P    ^' 


n-  .1-  a- 1 


c-u  71-  -^7!    ,        -      j,        .     n:ix 


(10)     j^.--p 2. '''-'■"''    "  ''"—r 

n=  1 

stellen  die  Ableitungen  der  durch  die  Reihe  (7;  definierten 
Funktion  n  dar,  da  sie  für  t>  t(,>  0 ,  0  ^x  ^l  gleich- 
mäßig konvergieren.     Es  ist  nämlich  für  t>  t(, 


;, —   .     nnx 

n-  c„  e        ''      sin 


l 
und  die  Reihe 


<n^Ce       ^' 


n».-i5a» 


^ n-^  Ce"     i' 

n  =  l 

ist  konvergent,  da  der  Grenzwert  des  Quotienten  zweier 
aufeinanderfolgenden  Glieder  für  n  =  oc  verschwindet. 
Nunmehr  ergibt  die  Vergleichuug  der  beiden  Ausdrücke  (9) 
und  (10),  daß  die  Reihe  (7)  der  partiellen  Differential- 
gleichung (A)  genügt. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  daß  sich  die  Funktion  (7)  für 
t  =  0  auf  die  gegebene  Funktion  f{x)  reduziert  oder,  ge- 
nauer ausgedrückt,  daß  sich  u  dem  Grenzwert  0  nähert, 
wenn  sich  t  dem  Wert  0  nähert.  Wenn  wir  nachweisen, 
daß  u  eine  für  t  =  0  stetige  Funktion  von  t  ist,  so  wissen 

wir,    daß   Wrmi  gleich   dem  Wert   von    ii  für  /  =  0,    d.  h. 

t  =  o 
gleich  f{x)  ist. 

Wir  benutzen  den  Satz:   Die  Zahlenreihe 
«1 ,  i/o ,  ... 
sei  so  beschaffen,  daß  der  absolute  Betrag  von 

Sn  =   "i  +   »2  +   •  •  •   +  Hn 

für  alle  //   unter  einer  endlichen  Größe  bleibt.     Ferm-r  sei 

Aj,  A,,  ,   ... 

eine  Reihe  positiver,  abnehmender  und  der  Null  sicli 
nähoinder  Größen.     Dann  ist  die  Reihe 

A,  ?/,  +  A.,  11.,  4-  •  •  • 


§  1)1.     Lineare  Wärmeleilung;  bcj,aenzter  Kürper.         ;j;57 
konvergent.  —  Ist  für  jede  positive  ganze  Zahl  p 

SO  ist,  wenn 

8n  =  «1  ^1  +  A2  W2  +•••-!-  ^n  W„ 

und 

Rn  =  lim  Sn  —  Sn 
tl  =  oo 

gesetzt  wird, 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  schreiben  wir 

=  ^n  +  lV^n+l  S«)  '!'•••'['  ^n  +  p\^n  +  p         ^n  +  p-i) 

=  «„  +  ,(S„  +  1  —  S„)  +  «n  +  2[(s«  +  2  —  Sn)  ~  {Sn  +  1  ~  ■»/.)] 
~r   •  •  •  "1     ^n  +  p[\Sn  +  p         Sn)       '  (S,;  +  p_;         S,i)J 
=  (S«  +  1  — «n)(«»i  +  l  — An  +  2)  +  («n  +  2  — S«)(<X«  +  2  — ^«  +  3) 

~r  •  •  •  "T  (^»+p-i       Sft)  [(Xf^^p_  i       Ä„^.p)  +  [Sfi+p      Sfi)  Oi-n+p  . 

Die  Differenzen  ocn+i  —  «„+2  ?  ^n+2  —  ^n+a  ?  •  •  •  ^i^d.  positiv 
und  die  absoluten  Beträge  von  s^+i  —  s„,  s„  +  2  —  s„ ,  ... 
kleiner  als  ^„ .     Demnach  ist 

\Sn  +  p—  Sn\  <Qn[{(\n+i  —  0Cn  +  2)  +  («n  +  2  —  <5C«  +  3)  +  •  •  •  +  «n  +  p] 

=  Qn  <^n  +  l  • 

Da  die  Differenz  Sn+p  —  Sn  mit  unendlich  wachsendem  n 
der  Grenze  0  zustrebt,  ist  die  Reihe  konvergent,  w.  z.  b.w. — 
Wir  setzen 

.     njiw 

Un  =  (^n  Sin r 

V 

und 

Wegen  der  Konvergenz  der  Reihe  (8)  nähert  sich  q^  mit 
unendlich  wachsendem  n  der  Null.  Der  Rest  i?„  der 
Reihe  (X^^  +  «3  %  +  •  •  • »  welche  mit  (7)  übereinstimmt, 
erfüllt  die  Bedingung 

^«    <  Qn  e  ^' 

Ho  1-11,  Partielle  Differentialgleichungen.  22 
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oder,  da  *  ;^  0  ist, 

\Rn\<  Qn  . 

Demnach  ist  die  Eeihe  für  (7)  f  ^  0  gleichmäßig  konvergent, 
so  daß  sie  eine  stetige  Funktion  von  t  darstellt,  w.  z.  b.  w. 

§  62.    Lineare  Wärmeleitung;  unbegrenzter  Körper. 

Wir  betrachten  jetzt  einen  Körper,  der  auch  in  der 
Eichtung  der  aj-Achse  unendlich  ausgedehnt  ist,  während  die 
Temperatur  wie  bisher  nur  von  x  abhängt.  Dann  fallen 
die  Bedingungen  an  den  Grenzen  weg,  und  wir  haben 
eine  Funktion  u  von  t  und  x  zu  bestimmen,  welche 
der  Differentialgleichung  (A)  genügt  und  für  <  =  U 
in  f{x)  übergeht. 

Die  Funktion 

1      -^^ 
u  =  -=6    4«"'  (t  >  0) 

]'t 

stellt  eine  partikuläre  Lösung  der  Differentialgleichung  (A) 
dar;  denn  es  ist 

(JU  1         x- 


et        -^/fX^aH^       2t 
c^u  1      I    x^  1 

a'^ft 


dx^       «2T/7\4a2<2       2t  :^ 


Demnach  wird  die  Differentialgleichung  auch  durch 

1      _  («-^)' 

wo  rv  eine  beliebige  Konstante  ist,  und  durch 
U  =  -=\(p{ci)e~  ^"^  d(\  , 

wo  cp{oc)  eine  stetige  uud  endliche  Funktion  darslellt,  be- 
friedigt.    Durch  die  Substitution 

A  =  X  -\-  '2  ß  a\  t  , 


4}  62.     Linoare  Wiirnieleitunc,';  unbegrenzter  Körper.      3.'}9 

welche  an  Stelle  von  a  die  neue  Veränderliche  ß  einführt, 
geht  der  letzte  Ausdruck  über  in  den  Ausdruck 

+00 

2al<pix-\-2ßait)e-f^dß  . 

U  nimmt  für  limt  =  0  den  Wert 

2acp{x)ie-ß^äß  =  2afn(p{x) 
-  00 
an*).     Setzt  man 


2a]/ TT 


*)  Man  setzt 

x-e  x-\-E  +00 


1 


x-e  x+E 

(Oi  -  X)2 


1^ 

und  zeigt,  daß  das  erste  und  das  dritte  Glied  von  Z7  für  limf  =  0 
verschwinden,  während 

£ 

[^dc<  =fq:{x  +  2ßa]'~i)e-ß'-dß 

x-e  e 

2rtl  7 

in  die  beiden  Teile 

e 
2ayT 

f[<p{x  +  2ßa \D  —  q^(x)]  e-ß- dß 

e 
2al'T 


und 


2a  V« 


<f 


{x)ie-ß-'dß 


2ay« 

zerlegt  wird,  von  denen  der  erste  durch  Wahl  von  f ,  der  zweite 
durcli  Wahl  von  t  beliebig  klein  wird. 

22* 
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SO  hat  man  die  verlangte  Lösung  in  der  Form 

+00 

(11)  u  =  ^ff{x^2ßa]'t)e-^'dß 


oder  in  der  Form 


^~        icc-.y 


(12)  t*  =  — -=ff{(x)e     '»"-'da. 

2  a  ]'7TtJ 

-  00 

Das  in  (11)  und  (12)  enthaltene  Integral  hat  sicher  dann 
einen  Sinn,  wenn  f{x)  stetig  ist  und  auch  für  a;  =- +oc 
endlich  bleibt. 

Zur  Umformung  des  Ausdrucks  (12)  benutzen  wii-  die 
Formel 

+~  _      f! 

(13)  le-''+'^'d?>  =  ]'ne'  «  , 

-  00 

die  wir  zunächst  beweisen. 

Setzt  man 

+00 


so  ist 

dJ 

dz 


Iz        J 


Durch  Differentiation  nach  /  erhält  nuin 
de  -^■-'+*^--  =  —2e -'■'+'''  Adk 

-\-ize-'-''+'^-'dk 

und  hieraus,  indem  man  nach  /.  zwischen  den  Grenzen 
und   -f-  00  integriert, 

''■^  +  -».7  =  0. 


dz 
Daraus  folgt 


§  <)2.     Lineare  Wäniifleitiuig;  unbogieuzter  Körpf-r.       ;J41 

setzt  mau  ;;  =  0 ,  so  bat  man 

+00 

-00 
demnach  ist 

womit  die  Formel  (13)  bewiesen  ist. 
Setzt  man 

ayt 

so  ergibt  die  Formel  (13) 

_   +00 

in  J 

-  00 

Der  Aiisdnick  (12)   geht  unter  Berücksichtigung  von  (14) 

über  in 

+00  +00 

(15)  u  =  —  //*(a)  da /e -«'."''  +  »>(«-*)  (?/^  . 

-  00  -  CO 

Durch  Umkehrung  der  Eeihenfolge  der  Integrationen  er- 
hält man 

+00  +00 

(16)  u  =  ^-/e-«^"''(if^t//'(öc)e''/'(*-^^da  , 

—00  -  00 

wenn  f{x)  als  absolut  integrierbar,  d.  h. 

+00 

I  \f{<x)\  doc 

—  00 

als  konvergent  vorausgesetzt  wird. 

Zur  Formel  (16)  gelangt  man  unmittelbar  durch  die 
folgende  (nur  formal  durchgeführte)  Überlegung. 

Der  Ausdruck 

(17)  w  =  e-«"."'*e*/*^ 

genügt   der  Differentialgleichung  (A),   wenn  f.i  eine  will- 
kürliche Konstante  ist,  die  wir  reell  annehmen.    Der  mit 
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einer  willkürlichen  Funktion  ip{fi)  von  /<  multiplizierte 
Ausdruck  (17)  stellt  ebenfalls  eine  Lösung  von  (A)  dar, 
und  das  gleiche  gilt  für 

+00 

(18)  u  =jxp{fji)  e-"'!'"-^  e*'*^  d/t  . 

-00 

Damit  die  Funktion  (18)  von  t  und  x  für  i  =  0  in  die 
gegebene  Funktion  f{x)  übergeht,  setzen  wir 

+00 

(19)  f{x)=[yj{jii)e'^''dii  . 

-  00 

Aus  dem  Fourierschen  Integralsatz  folgt: 

+00 

(20)  rp{^)  =  ^ff{a)e-'"-d^. 

—  CO 

Durch  Einsetzen  von  (20)  in  (18)  erhält  man 

+  00  +CX) 

w  =  -—  /e-«=."='^/f //'(a)e»."(^-*)d£X  , 
-00  -00 

d.  i.  die  Formel  (16). 

§  63.  Wärmebewegung  in  einem  nicht  homogenen  Stabe. 

Für  die  Wärmebewegung  in  einem  dünnen  Stabe  gilt 
die  Differentialgleichung  *) 


c\p 


dabei  ist  u  die  Temperatur,  welche  zur  Zeit  t  in  dem  im 
Abstand  x  vom  einen  Stabende  befindlichen  Querschnitt 
vorhanden  ist,  während  die  Temperatur  iler  Umgebung 
gleich  Null  gesetzt  wird;  p  ist  das  Produkt  aus  der  Quer- 
schnittsfläche und  der  inneren  Leitfähigkeit  des  Stabes, 
q  das  Produkt   aus  dem  Querschuittsumfang  und  der  äu- 


*)  Vgl.  die  Ableitung  der  Differentialgleichung  bei  R  ieuian  n 
Weber,  Bd.  II,  S.  88—90. 


S  ().'?.    Wiinnobewt'guiig  in  eiiiein  nidii  liuinoj,'eiiuii  Stalif.      ."54!) 


ßeiX'U  Leitfähigkeit,  k  das  Produkt  aus  der  Querschnitls- 
fläche,  der  Dichtigkeit  und  der  spezifischen  Wärme.  Ist 
der  Stab,  "wie  wir  jetzt  annehmen,  nicht  homogen,  so  sind 
p,  q,  k  Funktionen  von  x,  die  überall  positiv  sind  uml 
tlie  wir  auch  von  Null  verschieden  voraussetzen.  Die 
Anfangstemperatur  möge  für  alle  Werte  von  x  gegeben 
sein: 
(21)  ^i  =  f{x)     für     t  =  0. 

Für    die   beiden   Endfächen    des   Stabes,    dessen  Länge   l 
heißen  möge,  gelten  die  Bedingungen: 

'  c  w 

hu  =  0     für     X  =  0  , 


(22) 


dx 

^^     I      TT 

■^ [-Hu 

ex 


0 


X  =  l  ; 


h  und  //  sind  positive  konstante  Größen,  nämlich  die 
Werte  des  Quotienten  aus  der  äußeren  und  inneren  Leit- 
fähigkeit an  den  Endflächen  x  =  0  und  x  =  l . 

Wir  haben  eine  Funktion  w  von  t  und  x  zu 
bestimmen,  welche  der  Differentialgleichung  (B) 
genügt  und  die  Bedingungen  (21)  und  (22)   erfüllt. 

Der  Ausdruck 
(23)  u  =  e~'''v 

genügt  der  Differentialgleichung  (B)  und  den  Randbe- 
dingungen (22),  wenn  v  eine  Funktion  von  x  ist,  welche 
der    gewöhnlichen    Differentialuleichung   zweiter    Ordnung 


+  {kA-  q)v  =  0 


(24) 

und  den  Rand 

(25) 

\    dx) 

dx 
bedingungen 

dv 

hv  = 

dx 

^^       1      TT 

0     für 


0 


0, 


X  =^  l 


genügt.  (Beispiel  II  in  §  48.)  Es  sind  unendUch  viele 
Eigenwerte  ).„  vorhanden,  die  sämtlich  reell,  positiv  und 
einfach  sind;  die  zugehörigen  normierten  Eigenfunktionen 
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seien  y'n.{x)  .  Ist  f{x)  eine  Funktion  von  bescliiäukter 
Schwankung,  welche  die  Randbedingungen  (25)  nicht  zu 
erfüllen  braucht,  so  besteht  die  im  Intervall  O^x^l 
konvergente  Reihenentwicklung  (§  48  und  §  49) 


(26) 


n=l 
l 

Cn  =  I  f{x)  fc  {x)  tpn  {x)  d  X 


Die  Lösung  unserer  Aufgabe  wird  dargestellt  durch  die 
Reihe 

(27)  u=^^Cne-'nhp„{x)  . 

n  =  l 

Es  ist  zu  zeigen,  daß  die  Reihe  (27),  wenn  i^y  eine 
beliebig  kleine  positive  Größe  darstellt,  f üi-  t>  t^ ,  Q^x^l 
gleichmäßig  konvergiert  und  daß  dasselbe  für  die  durch 
gliedweise  Differentiation  erhaltenen  Reihen 

'■(''kl    ^^'""  ,/(^t 

—^ =_^<'«e-'»' ~ 

"^  »1=1  iJiCC 

OO 

=  ^c„e-''«'((j'—  fcA„)  V'n 

n  =  l 

gilt.  Ist  dieser  Nachweis  wie  in  §  Gl  geführt,  so  ergibt 
sich  wie  dort,  daß  die  Reihe  (27)  der  partiellen  Differential- 
gleichung (B)  genügt. 

Es  ist  weiter  zu  zeigen,  ihiß  die  Reihe  (27)  die  P.e- 
dingung 

lim  u  =  f\x) 

erfüllt,   d.  h.  daß   lim  w   mit    dem  Wert   von    n    für   /  =  Ü 

^  =  +0 

übereinstimmt.  Dies  ergibt  sich,  indem  man  wie  in  ji  Gl 
zeigt,  daß  die  Reihe  (27)  für  t  ^  0  gleichmäßig  konvergiert, 
also  eine  stetige  Funktion  von  t  darstellt. 


;?  (■;4.     Al.külilun.!^'  -kr  Kiig(-1.  ;3i5 

i;  ()4.    Ahkühhing  der  Kugrel. 

Für  die  Wäiinebewi'iiinm  in  ciuer  Kiiuol  .üiU  ,  wenn 
die  Temperatur  ii  außer  von  der  Zeil  /  nur  von  der  Enf- 
fernunji'  r  vom  Kiigelmittelpunkt  abhän;^t,  die  Differential- 
jileichunu*) 

(28)    '      ;!!=a.(i:i»+i':« 

(  t  \c  r-        r   c  r 

Die  Anfansistemperatur  sei  an  jeder  Stelle  der  Kugel  ge- 
geben : 
(29)  u  =  f{r)     für     /  =-  0  . 

An  der  Oberfläche  der  Kugel  vom  Eadius  1  besteht  die 
Eelation 

(30,  4^  +  1  =  0, 

■wo  l  der  Quotient  der  inneren  und  äußeren  Leitfähigkeit  ist. 
Wir  setzen 

(31)  ü=ru. 

Dann  haben  wir  eine  Funktion  U  von  r  und  t  zu  be- 
stimmen, welche  der  partiellen  Differential- 
gleich u  n  «■ 

(c,  if-a^e? 

et  cr^ 

genügt,  die  Anfangsbedingung 

(32)  U=rf{r)     für     /  =  0 
und  die  Randbedingungen 

(  U^O     für    r  =  0, 

(33) 


|^H-(i-l).  =  0    fü,. 


erfüllt. 

Der  Ausdruck 

(34)  r=e-"'^-fv 


*)  Vgl.  Riemann-Weber,  Bd.  II,  S.  123-13S.  —  Poincare, 
Theorie  analytique  de  la  propagation  de  la  chaleur  (Paris  1895). 
Kap.  X— XIII. 
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genügt  der  Differentialgleichung  (C)  und  den  Rand- 
bedingungen (33),  wenn  v  eine  Funktion  von  r  Ist,  welche 
der  Differentialgleichung 

0«)  0  +  ^-"  =  " 

und  den  Eandbedingungen 

V  =  0       für     r  =  0  , 
dv 
dr 


(36) 
genügt,  wo 


H  V    für     r  =  1 


H^l-j 


ist.     (Beispiel  auf  S.  258.) 

Die    Differentialgleichung    (35)    hat    unendlich    viele 
reelle  positive  Eigenwerte  /„ ,  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(37)  cosyi-H-'''^  =  0, 

welchen  die  Eigenfunktionen 

(p„{r)  =  sin(vX.r) 

ontsi)rechen.  Ist  f{r)  eine  Funktion  von  beschränkter 
Schwankung  im  Intervall  0  ^  r  ^  1 ,  so  besteht  die  kon- 
vergente Entwicklung 


(38) 


rf{r)  =^c„sin(|';„r)  , 

n=l 
1 

-AI  /„/r/"(r)sin()  /.„r)dr 


Cn  = 


2l7„  — sin2]  A„ 
Die  Eeihe 

CO  

(39)  U  =2^Cne-"'->n(  sind  A„  r) 

stellt  die  den  Bedingungen  (32)  und  (33)  genügende  Lö- 
sung der  Differentialgleichung  (C)  dar,  was  man  wie  in 
S  61  nachweist. 


4?  fiö.     Die  Difforentialgleichung  der  schAvingendeii  Sait<\     ;}47 


§  65.    Die  Diftereiitialgleichung:  der  schwiiij^enden  Saite. 

Für  die  Schwingungen  einer  gespannten  Saite  gilt  die 
Differentialgleichung  *) 

et-  C  «2 

dabei  ist  u  die  transversale  Verschiebung,  welche  der 
Punkt  der  Saite  mit  der  Abszisse  z  zur  Zeit  t  erfährt; 
ferner  ist 

wo  S  die  Spannung  und  o  die  Masse  der  Längeneinheit 
darstellt;  wir  setzen  a-  als  konstant,  die  Saite  als  homogen 
voraus.  Sind  z  =  0  und  z  =  1  die  Abszissen  der  festen 
Endpunkte  und  ist  die  Anfangslage  und  die  Anfangs- 
geschwindigkeit eines  jeden  Punktes  der  Saite  gegeben,  so 
hat  man  eineFunktion  u  von  t  und  z  zu  bestimmen, 
welche  der  Differentialgleichung  (D)  genügt  und 
die  folgenden  Bedingungen  erfüllt: 

(40)  w  =  0     für     ^  =  0     und  für     z  =  l, 

c  u 

(41)  u^f{z),       Jt=Fi^)     für     t^O; 

f{z)  und  F{z)  sind  im  Intervall  0  ^z^l  gegebene  Funk- 
tionen, welche  für  z  =  0  und  für  z  =  l  verschwinden. 

Die  hyperbolische  Differentialgleichung  (D)  hat  nach 
§  28  die  Charakteristiken 

z  -\-  at  =  Konst. 
und 

z  —  at  =  Konst. 

Führt  man  die  neuen  Veränderlichen 

X  =  z  —  at  ,     y  =  z  -\-  at 


*)  Vgl.  Bie  mann -Web  er.  Bd.  II,  S.  205  ff.  —  In  bezug  auf 
Schwingungsprobleme  sei  auch  verwiesen  auf  Enzyklopädie  der 
math.  Wiss.,  besonders  IV  2,  26  (Lamb). 
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ein,  so  ist 

tu         tu         du 
dz         dx         cy 

tu  (      cu         öu 

-_-  =  a\  —  ^ h  --- 

dt  \       ex  c  y 

C'U  ^^'^19      ^^^  C'"U 

"dz^  ^  Jx'^  "^     löcJy      Jy^  ' 

o'^u  „(^^u         c,     <^^^*  ^^^ 

c  ^2  \ca;^  dxcy       cy^ 

und  die  Gleichung  (D)  geht  über  in 

Für  <  =  0  ist  x  =  y  =  z ,  so  daß  die  Bedingungen  (41) 
übergehen  in 

(43)      w  =  A^),       ~-^  =  -^(;r)     für     x  =^  y  . 
^  cy       ex        a 

Die  Funktionen  f{x)  und  F{x)  sind  nur  im  Intervall  x  =  0 
. .  .1  definiert;  um  die  Kiemanusclio  Inlegrationsmethode 
anwenden  zu  können,  definieren  wir  diese  Funktionen  für 
alle  reellen  Werte  von  x,  indem  wir  festsetzen,  daß  sie 
ungerade  periodische  Funktionen  von  x  mit  der  Periode  2 1 
sind,  so  daß  also 

f{-x)^-f{:x),  F{-x)  =  -F{x), 

fix  ^  21)  =  fix)  ,         Fix +  21)  =  Fix) 
ist. 

Wir  suchen  also  eine  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  stetige  Lösung  t(  der  Dif  feient  ialgleichung  (D), 
welche  die  Bedingungen  (43)  erfüllt,  wo  nunmehr  f[x)  und 
Fix)  die  für  alle  reellen  Werte  von  x  definierten  Funk- 
tionen sind.  Diese  Aufgabe  ist  in  ^  33  vermittels  der 
Eiemannschen  Integrationsmethode  gelöst*).    Nach  For- 


*)  Auf  S.  183  und  S.  18r>  ist  der  Punkt  .r  =  |,  .V  =  f  niit  A, . 
der  Punkt  x  =^  ij ,  y  ^=  »;  mit  Ay  zu  bezeichnen;  in  den  Formeln  (44) 
und  (49)  ist  das  Zeichen  —  des  zweiten  Gliedes  der  roohten  Seite 
in  +   zu  vorwandeln. 
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mel   (44)  des  IV.  Abschnitts  ist,   wenn   man   die  dortige 

Funktion  F{x)   durch    -  F{x)  ersetzt, 
a 

y 

(44)  u{x ,  //)  =  ]^  {fix)  +  f\y))  4-  -^^JF{x)  dx  . 

X 

Führt  man  wieder  die  ursprünglichen  Veränderlichen  z,  t 
ein,  so  erhält  man  die  die  Bedingungen  (41)  erfüllende 
Lösung  der  Differenlialgleiohung  (D): 

(45)  w  =  i {f{z  -at)-\-  f{z  +  a t))  +  -^  j F{x) dx  . 

z-at 

Setzt  mau 

-~   F{x)dx  =  g{x)  , 

so  ist  g{x)  eine  gerade  Funktion,  es  ist  also 

g{-x)  =  g{x)  , 
und  die  Formel  (45)  schreibt  sich: 

(46)  u=h{f{z-at)  +  f{z  +  at))  +  \{g(z-at)-g{z-i-at)). 

Ist  die  Funktion  f{x)  nebst  ihren  beiden  ersten  Ab- 
leitungen, die  Funktion  F{x)  nebst  ihrer  ersten  Ableitung 
stetig,  so  genügt  der  Ausdruck  (45)  oder  (46)  der  Diffe- 
rentialgleichung (D)  und  erfüllt  die  Bedingiingen  (41).  Er 
erfüllt  auch  die  Bedingung  (40) ;  denn  für  z  =r.  0  ist 

u  =  ^Afi-at)  +  /■(«<))  +  U9i-at)  -  g{at))  =  0 
und  für  z  =  l 

«  =  Wil  -at)  +  f{l  +  «0)  +  h{g{l  -ai)--g{l  +  at))^0, 

da 

f{l  _  at)  =  f{-l  -  ai)  =  -f{l  -\-at)  , 

g{l  -  at)  ^  g{-l  -  at)  ^  g{l  -\-  at) 
ist. 
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Wir    denken    uns    die   Funktionen  f{x)   und  Fix)   in 
Fouri ersehe  Reihen  entwickelt: 


(47) 


wo 


(48) 


f{x)  =^An^\n 


njix 
~1, 


nrraj 


F{x)  =  ^^j~  _^M  .5,1  sin 

n=  1 


2  /  ..  .    .    nnx 

j   f{x)sm—j—dx  , 


B~ 


2      /  ^,  ,   .    njix 
^(a;)sin — ^ —  dx 


nna 


l 


0 


ist;     dann    ist    bei    geeigneter    Wahl    der    Integrations- 
konstanten 

""  nnx 


g{x)  =^B„cos 


l 


Aus  (46)  ergibt  sich  die  für  alle  Werte  von  /  und  z  kon- 
vergente Reihenentwicklung 


+  11^" 


.    n7i(z  —  at)    ,     .    n:T(z-{-at) 
sin —z +  sin ^, - 


nniz  —  at)             nn{z-\-at) 
cos ^, —  cos H 


welche  mit  Benutzung  trigonometrischer  Formeln  in 


(49)       w  =  ^  M  „  cos  — ; h  -B„  sin  ^^— )  sin 

n  =  l 


l 


l 


Übergeht.  Die  Reihe  (49)  stellt,  wenn  mau  t  positiv 
nimmt  und  z  auf  das  Intervall  0  .  .  .  Z  beschränkt,  die 
Lösung  der  ursprünglichen  Aufgabe  dar. 

Die  Reihe  (49)   läßt  sich  auch   auf  folgendem  Wege 
bilden. 
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Der  Ausdruck 

(50)  M  =  e±^«ü«v 

genügt  der  Differentialgleichung  (D)  und  erfüllt  die  Be- 
dingungen (40),  wenn  v  eine  Funktion  von  z  ist,  welche 
der  Differentialgleichung 

(51)  ~  +  ^— 0 

genügt  und  sowohl  für  z  =  0  als  auch  für  z  =  l  ver- 
schwindet.    Die  für  ^  =  0  verschwindende  Lösung 

V  =  sin  (]  I  z) 

verschwindet  nur  dann  für  z  =  1 ,  wenn 

A  =  4  =  ^  (^  =  1,2,  ...) 

ist.  Wir  haben  den  Eigenwert  -?.„  und  die  zugehörige 
Eigenfunktion 

.    njiz 

(Pn  =  Sin  -y-  . 

Die  Eeihe 


u  =  ^{A„  cos{]%  a  t)  sm{\'  ?.>,z)  +  B„sinf]'A„ai)sin(y/„0)) 

nr=l 

oder  (49) 


fiTiat   ,    ^     ,    njiai\    .    nnz 


M„cos — = 1-  BnSin — - — I  sin 


genügt  formell  der  Differentialgleichung  (D)  und  erfüllt 
die  Bedingung  (40);  damit  sie  auch  die  Bedingung  (41) 
erfüllt,  muß 

«=i 

oo 

F{x)  =  -^^nBn  sin  -j- 

n  =  l 

sein,  woraus  sich  für  J.„  und  B^  die  Werte  (48)  ergeben. 
Daß  die  so  gebildete  Eeihe  (49)  unter  den  angegebenen 
Voraussetzungen  konvergiert  und  die  Lösung  der  Aufgabe 
der  Saiteuschwingungen  darstellt,  haben  wir  schon  gesehen. 
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?5  66.    Die  Telegraphengleichunj?. 

Für  die  Transversalschwingungen  einer  liomogenen 
Saite  in  einem  widerstehenden  Mittel  gilt  die  Differential- 
gleichung 

WO  U  die  Verschiebung  des  Punktes  der  Saite  mit  der 
Abszisse  z  zur  Zeit  t  darstellt.  Die  Gleichung  (E)  gilt  für 
die  Fortpflanzung  ebener  Wellen  in  einem  absorbierenden 
Medium  sowie  für  die  Fortpflanzung  der  Elektrizität  in 
Drähten,  weshalb  sie  auch  als  Telegraphengleichung  be- 
zeichnet wird*). 

Es  handelt  sich  um  diejenige  Lösung  ü  der  Diffe- 
rentialgleichung (E),  welche  die  Bedingung  erfüllt: 

(52)  U  -  f{z)  ,       '-^  =  F{z)     für     t  =  0. 

Setzt  man 

(53)  ü  =  e-y^u, 

so  erhält  man  die  Differentialgleichung 

welche  durch  Einführung  der  neuen  unabhängigen  Ver- 
änderlichen 

X  -=  z  —  at  ,     y  =  z  -\-  at 
in 

c  xcy       4  «2 

übergeht. 
Es  soll 

u=^az),       —  =  F{z)  +  yf{z)     für     ^^0 

oder 

'^  ",  -1 

C  U  C  It  1 

(56)     n  =  fix)  ,  =      {F{x)-^y  f{x))    für   y  ^-  x 

^   (f  ^  SO  d 

sein. 


")  Vgl.  Kieinanii-Wel.er,  Bd.  II.  S.  aOtiJV. 
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Die  Lösung  der  Differentialgleichung  (55),  welche  die 
Bedingung  (5())  erfüllt,  wird  durch  die  Formel  (49)  des 
IV.  Abschnitts  geliefert,  wenn  man  darin 

und  —{F{x)  +  yf{x))  an  Stelle  von  F{x)  setzt;  gleichzeitig 

(t 

ersetzen  wir  | ,  )j  durch  x ,  y  und  x  durch  | .     Dann  ist 

u  =  um  +  fW 


(57) 


+  ^  /  nc{i  -^){^-  y))  (^(^)  +  7  am  d^ 

^  Cv  j 

X 

y 
+  lc{y  -  x)[0'{c{$  -x){^-  y))md$ 


oder     nach     Einführung     der     ursprünglichen    Veränder- 
lichen z ,  t 

ü  =  }  e-y'[f{z  -at)  +  f{z  +  at) 

z  +  at 


(58) 


-^^U{c{z-at~i)iz  +  at-^)){Fi^)->rym)dt 
et  I 


at 

Z  +  llt 


+  2  c  a «/  0'{c{z  -at-i){z-^at~  |))  f{i)  d^]  . 

z-at 

Dabei  ist 

»  =  0  V'") 

Handelt  es  sich  um  die  Schwingungen  einer  begrenzten 
Saite,  so  setzt  man  wie  in  §  65  die  im  Intervall  z  =  0 . .  .1 
definierten  Funktionen  f{z)  und  F{z)  als  ungerade  periodische 
Funktionen  mit  der  Periode  2 1  fort.  Man  zeigt,  wie  in  §  65, 
daß  der  Ausdruck  (58)  sowohl  für  z^O  als  auch  für  z  =  1 
A'ersch windet,  wenn  die  Funktionen  f{z) ,  F(z)  stetig  sind 
und  die  Bedingungen 

f{-z)  =  -t\z)  ,       F{-z)  =  -F{z)  , 

fiz -\- -ll)  =^  f{z)  ,     F{z+2l)  =  F{z) 
erfüllen. 

Hörn,  Partielle  Differentialgleichungen.  23 
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Setzt  man  7  =  0,  so  wird  auch  c  =  0  und  demnach 
fß{cz)^l,  (P'{cz)  =  0;  die  Differentialgleichung  (E)  geht 
in  (D)  und  die  Lösung  (58)  der  Differentialgleichung  (E) 
in  die  Lösung  (45)  der  Differentialgleichung  (D)  über. 

Zur  Integration  der  Differentialgleichung  (E)  läßt  sich 
auch  die  folgende  Methode  anwenden,  woDci  wir  nur 
formal  rechnen. 

Der  Ausdruck 
(59)  ü  =  e''''e'^' 

genügt    der    Gleichung    (E),    wenn    /.    und    u    durch    die 
Gleichung 

verknüpft  sind.    Zu  einem  gegebenen  Wert  von  u  gehören 
zwei  Werte  von  Ä : 


)=  iy  ±  fa^ fx'^  —  y^ . 


Sind  q\{fi)  und  cp^ifi)  Funktionen  der  als  reell   angenom- 
menen Größe  /< ,  so  stellt  der  Ausdruck 

e'''"(<ri(/0«''"'  +  7Y'0^)  «''■'') 

ebenfalls    eine   Lösung    der   Differentialgleichung  (E)   dar. 
Dasselbe  gilt  für  das  Integral 

(()  1)  V  =\ {(pM  «'^■''  +  9-2 (/')  e''=')  ^'■" ■" <?,"  • 

—  oo 

Die  Differentiation  nach  t  ergibt 


ev 


+  00 


(62)        ^L  =  i^{X,  <p,{u)  e''->  +  4  9^, (/O  e^>-<)  e'"-' d/ 

-oo 

Damit  für  t  =  0 


ü  =  m  .      %  =  F{z) 


wird,  muß 

+  00 

-  oo 

+  00 

F{z)  =  ?:/(^i9\(/0  +  h  rM)  f'"-'  ^." 
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sein.     Wir  denken  uns  die  gej^ebenen  Funktionen  f{z)  und 
F{z)  uacli  dem  Fourier sehen  Integralsatz  entwickelt: 


(63) 


wo 


(64) 


ist. 


oder 


(65) 


f{z)=f^{ju)e'"'d/i, 

-oo 

+  00 


&{u) 


-Lff 


t{oc)e-'"^doc  , 


e{/>)  =  ^JF{a)e-^"^ 


da 


Es  muß  also 


<pM)  = 


9^2  C«) 


A^  -  A, 

;.i^(/0  +  ^6>Cu) 


sein,  damit  der  Ausdruck  (61)  die  den  Bedingungen  (52) 
genügende  Lösung  der  Differentialgleichung  (E)  darstellt. 

Die  durch  die  Gleichungen  (61),  (64)  und  (65)  dar- 
gestellte Lösung  der  Differentialgleichung  (E)  läßt  sich  aus 
der  Lösung  (58)  herleiten;  wir  begnügen  uns  mit  dem 
Hinweis  auf  Riemann-Weber,  Bd.  II,  S.  328. 

Nimmt  man  ;-  =  0  an,  ersetzt  man  also  die  Diffe- 
rentialgleichung (E)  durch  die  in  §  65  behandelte  Diffe- 
rentialgleichung (D),  so  ist 


/.,  =  a  u 


/o  = 


au 


23' 
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Die  Formeln  (65)  gehen  über  in 

aju-d(ju)  —  i  6(ju) 


2a/u 
2a]u 


wo  i}{ju)  und  0{ju)   durch    die  Formeln  (64j  definiert  sind, 
und  aus  dem  Ausdruck  (61)  geht  die  Lösung 


(66) 


/  {(fhip)  e'""'  +  fpoi/i)  e-'""')  e'"--  dii 


der  Differentialgleichung  (D)  hervor,  welche  im  alle  reellen 
Werte  von  z  die  Bedingungen  erfüllt: 


u  =  f{z)  ,       ^  =  F{z)     für     ^  =  0  . 
c  z 

Der  Ausdruck  (66)   wird   nacli  Einsetzung  der  Werie  von 
(piiju)  und  f/oC"): 


(67) 


afi^{^i)-i0iu)    ,„,.,,„,, 


z  a  II 


{   =/ 


2  a  u 


/7  [u)  COS  /<  a  /  -| ~-  sin  //  «  / 

a  .11 


du 


e'i"  du 


Wir  zeigen,    daß  dieser  Ausdruck  mit   dem  Ausdvtick  (46) 
übereinstimmt. 

Aus  der  Fourier scheu    Inteirraldarstellunu   (6.})    von 
F{z)  folgt 

Z  +00         ♦ 


9(« 


a  /  a  /     /t 
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BpIzI    man   in   der  Formel  (4G)   für  g{z)   diese»   Ausdruck 
und   für  f{z)   den  Ausdruck    in   {iV.\),   so   ^elil    sie  über  in 

+00 

u  =  ^ioifi)  [6''."(^-"')  -f-  e'/'(-+«"|  ^/// 

-  00 

+00 

-00 
Dies  ist  aber  nichts  anderes  als  die  Formel  ((JT). 

§  67.     Die  Differentialgleichung  der  schwingenden 
3Iembran. 

Für  die  Schwingungen  einer  gleichmäßig  gespannten 
Membran  gilt  die  Differentialgleichung*) 
d'^u  „/  d-u         c'-u 


u  ist  die  Verschiebung,  welche  der  Punkt  der  jMembran 
mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x ,  y  zur  Zeit  t  normal 
zur  ajy- Ebene  erfährt;  die  positive  Größe  a^  wird  als 
konstant  vorausgesetzt.  Längs  des  festgehaltenen  Randes  C 
der  Membran  muß  stets  u  =  0  sein ;  weiter  ist 

c  u 
(68)         ii=f{x,y),       ^  =  F{x,y)     für     ^  =  0, 

c  z 

wo  f{x,  y)  und  F{x,  y)  in  der  von  der  Kurve  C  begrenzten 
Fläche  J  gegeben  sind  und  längs  des  Randes  C  ver- 
schwinden**). 

Der  Ausdruck 

genügt  der  Differentialgleichung  (F)  und  verschwindet  längs 
der  Randkurve  G,  wenn  v  eine  Funktion  von  x,  y  ist, 
welche  der  Differentialgleichung 

genügt  und  auf  der  Kurve  0  verschwindet. 

*)  Vgl.  Riemann-Weber,  Bd.  II,  S.  248ff. 
**)  Die  Randliurve  C  soll  hier  dieselben  Bedingungen  erfüllen 
wie  im  VII.  Abschnitt. 
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Die  Gleichung  (69)  besitzt,  wie  in  §  59  gezeigt  wurde, 
dann  und  nur  dann  eine  längs  der  Kurve  G  verschwindende, 
in  der  Fläche  J  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  .stetige 
Lösung,  wenn  ?.  einer  gewissen  transzendenten  Gleichung 
!>(/)  =  0  genügt,  welche  unendlich  viele  Wurzeln  /.„  hat, 
die  sämtlich  reell  und  positiv  sind.  Jedem  der  Eigen- 
werte ?^n  (unter  welchen  sich  auch  gleiche  befinden  können) 
entspricht  eine  längs  C  verschwindende,  der  Gleichung  (69) 
für  A  =- Aji  genügende  normierte  Eigenfunktion  »/'„(aj,  y)*). 

Der  Ausdruck 


(70)       u  =  ^  (An  cos  ]fTnat-\~  Bn  sin  fX„  a  t)  »/-„  [x ,  ?/) 


stellt  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (F)  dar,  welche 
längs  C  verschwindet.  Damit  die  Bedingungen  (68)  er- 
füllt sind,  muß 


(Tl) 


n=l 

oo 

F{x,  y)  =  a^]XnBnWn{x,  y) 


sein.  Nach  §  59  gelten,  wenn  die  Funktionen  /(.r,  y)  und 
F{x,  y)  längs  G  veischwinden  und  im  Gebiet  J  nebst 
ihren  partiellen  Ableitungen  erster  uud  zweiter  Ordnung 
stetig  sind,  die  Eeihenentwicklungen 


(72) 


f{x ,  y)  =  ^  if'nioo ,  y)  II  fix  ,  y)  xp„{x ,  //)  dx  dy  , 
Fix,  y)  =2^'r„ix,  y)llFix,  y)y'„ix,  y)dxdy  ; 


*)  Die  Differentialgleichung  (F  .  welche  als  partielle  Diffe- 
rentialgleichung mit  drei  unabhängigen  Veränderlii'hen  aus  dem 
Rahmen  des  vorliegenden  Buches  lieraustritt.  wird  hier  nur  un- 
\ollständig  (ohne  Untersuchung  der  l\eihenkonver,i,'enz)  und  nur 
zu  dem  Zweck  betraclitet.  an  einem  Beispiel  das  Auftreten  der 
in  §  .^)9  behandelten  partiellen  Differentialgleichung  \v  +  /.  r  -  0 
in  der  mathematischen  Physik  zu  zeigen. 


*^  (i7.    1)U'  DilTorentialgloiclmiig  der  .scliwin),'(.'nd«.'n  Membran.      ;559 

OS  muß  also,  wie  die  Vergleich nnu   der  Formeln  (71)  und 
(72)  ergibt, 


■  -^n^llfix,  y)Wn{x,  ij)dxdii  , 


(73) 


./ 


a  ^|x„  IJ 


sem. 

Für  den  Fall  einer  kreisförmigen  Membran  läßt 
sich  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  (F) 
auf  die  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
zurückfühlen. 

Indem  man  vermittels  der  Gleichungen 

X  —  r c,OB(p  ,     y=r^h\q) 

Polarkoordinaten  r ,  (p   einführt,   geht   die   Gleichung  (69) 

über  in 

,„,.  (^v         1    CV         1    C^-ü 

74  +  __  ^.  +  +  Ar  =  0  ; 

c  r^        r  (  r       r^  o(p^ 

wir  suchen  diejenigen  Lösungen  von  (74)  welche  längs 
des  kreisförmigen  Randes  r  =  c  verschwinden  und  in  bezug 
auf  9    die  Periode  2.t  besitzen.     Der  Ausdruck 

erfüllt  die  angegebenen  Bedingungen,  wenn  m  eine  ganze 
positive  Zahl  und  R  eine  für  0  ^  r  ^  c  stetige  Funktion 
von  R  ist,  welche  der  Differentialgleichung 

genügt  imd  für  /•  ^=  c  verschwindet. 

Die  Differentialgleichung  (75),  welche  wir  in  der 
Form 

'■'  '^^-  J%  +  ^'  1^^  J^  +  ^^  1'^-^'  -  »')  ß  =  0 

d{r]/.)  dirp.) 

schreiben,  hat  die  Lösung 
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WO  J,„  die  Besselsclie  Funktion  erster  Art,  Y,,,  die 
Bessclsche  Funktion  zweiter  Art  vom  Index  m  darstellt. 
Da  Y;„  für  den  Nullwert  des  Aijiuinents  unendlich  wiid. 
so  muß  ^^  =  0  angenommen  werden.     Da 

(76)  R^jJrfX) 

für  r  =  c  verschwinden  soll,  so  haben  wir  die  zur  Be- 
stimmung- von  l  dienende  Gleichung 

(77)  J,«(cyi)^0. 

Wenn  wir  die  unendlich  vielen  positiven  Wurzeln'  der 
Gleichung 

JmiQ)  =  0 

mit 

Qmn  (n  -=  1  .  2,  3,  .  .  .) 

bezeichnen,  hat  die  Gleichung  (77)  die  Wurzeln 


m  n 
m  n      "     ^ 


(78)  /  =  A ^^ 

so  daß 

(79)  /?=J,„(^'r) 

ist. 

Dem  Eigenwert   /,,,  „  (m  =  1  ,  2  ,   . .  .  ;  w  =  1  ,  2  .  .  .  . ) 
entsprechen  die  beiden  Eigenfunktionen 

(80)  cosm  (p  .  J,n  (-^"  r\  ;      sin m  (f  •  J„,  (^^  r]  , 

während    dem    Eigenwert   A^,,,    (m=-1,2,,..)    die    Eigen- 
funktion 

(81)  J„(^'. 
entspricht. 
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von 
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bearbeitet  von  , 

Professor  Dr.  Hermann  Schubert 
und  Oberlehrer  Adolf  Schumpelick 

beide  an  der  Gelehrtenschule  des  Johanneums  in  Hamburg 
Zugleich  fünfte  Auflage  von  Schuberts  Sammlung  von  Aufgaben  usw 

Erstes  Heft:  Für  mittlere  Klassen 

Gr.-8".  VlII,  199  Seiten.  Preis:  brosch  M.  1.80,  in  Lwd.  geb.M.  2.2f 
Resultate  hierzu:  broschiert  60  Pf. 
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Gr.-S«.  VI,  254  Seiten.  Preis:  brosch.  M.  2.80,  in  Lwd.  geb.  M.  3.2: 
Resultate  hierzu:  broschiert  1  M. 

Als  Herr  Professor  Schubert  vor  nunmehr  25  Jahren  sein 
System  der  Arithmetik,  das  den  Aufbau  der  Begriffe  und  Formeln 
der  Arithmetik  nach  dem  Hankeischen  Prinzip  der  Ausnahms- 
losigkeit  konsequent  vollführt,  der  Öffentlichkeit  übergab,  war 
es  eins  der  ersten  Lehrbücher,  das  diesen  Aufbau  streng  und 
doch  in  einer  auch  dem  Schüler  verständlichen  Form  vortrug. 
Natürlich  hat  die  vorliegende  fünfte  Auflage  seines  Buches  diesen 
ursprünglichen  Charakter  beibehalten.  Damals  mußten,  aus  Rück- 
sicht auf  die  behördlichen  Verfügungen,  die  Vorbereitungen  zur 
Differentialrechnung  einem  Anhang  einverleibt  werden.  Jetzt  aber, 
wo  die  F.  Kleinsche  Reformbewegung  den  arithmetischen  Unter- 
richt beherrscht,  konnte  die  Vorbereitung  auf  die  höhere  Mathe- 
matik in  einem  besonderen  Abschnitt  vorgenommen  werden.  Auch 
die  Eigenart  des  Schubertschen  Buches,  den  Gedankenkreisen 
der  Gymnasiasten  durch  Bezugnahme  auf  die  Antike  näher  zu 
treten,  ist  hier  beibehalten.  Andererseits  gebot  der  Fortschritt 
der  Technik  und  der  Physik,  die  zahlreichen  Aufgaben  selbst  zu 
modernisieren.  Deshalb  verband  sich  der  Verfasser  mit  Herrn 
Oberlehrer  Schumpelick,  dessen  Verdienst  es  ist,  das  Buch  erstens 
dem  modernen  Verkehrsleben,  zweitens  den  modernen  Bestre- 
bungen für  Reform  des  mathematischen  Unterrichts  auch  an 
Gymnasien  in  glücklicher  Weise  angepaßt  zu  haben. 
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